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Глава 1.
Примеры некоторых интегральных уравнений и их

классификация.
К интегральным уравнениям приводят разнообразные задачи как

прикладного, так и теоретического характера. Интегральные уравне-
ния возникают в математическом моделировании широчайшего кру-
га процессов и явлений. Очень часто задачи для дифференциальных
уравнений бывает удобно переформулировать в эквивалентной фор-
ме — в виде того или иного интегрального уравнения. При этом теория
интегральных уравнений помогает дать ответы на вопросы о существо-
вании и о единственности решения исходной задачи. Так вместо зада-
чи Коши или вместо краевой задачи для обыкновенного дифференци-
ального уравнения можно решать интегральные уравнения (отличных
друг от друга типов для этих двух классов задач). Многие задачи ма-
тематической физики, первоначально поставленные для уравнений в
частных производных, также имеют другую формулировку на языке
интегральных уравнений. Может оказаться выгодным строить числен-
ный метод решения задачи именно в её интегральной формулировке.

В данной главе приводятся некоторые примеры интегральных урав-
нений наиболее важных типов.

1.1. Линейные интегральные операторы. Интегральные
уравнения.

Введём обозначения, которых в основном будем придерживаться
в этой книге. Через x и y обозначим независимые действительные пе-
ременные, а неизвестные функции — через ϕ(x) и ψ(x); эти функции
будут искомыми в интегральных уравнениях.

Пусть в замкнутом квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b} на коорди-
натной плоскости Oxy дана функция K(x, y), а на отрезке a 6 x 6 b —
функция ϕ(x); не будем пока оговаривать их свойства. Выражение

f(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy является функцией переменной x. Такой ин-

теграл будем рассматривать как оператор: функция ϕ переводит-
ся им в функцию f . Символическое обозначение: f = Aϕ; здесь

(Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy — линейный интегральный оператор, дей-

ствующий на ϕ. Напомним, что означает линейность оператора A: для
любых функций ϕ1 и ϕ2 и для любых чисел α1 и α2 выполнено ра-
венство A(α1ϕ1 + α2ϕ2) = α1Aϕ1 + α2Aϕ2. Интегральный оператор
A задается функцией K(x, y), которую называют ядром интеграль-
ного оператора. Свойства интегрального оператора A определяются
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свойствами его ядра K(x, y) и классом тех функций ϕ(x), на которые
можно действовать этим оператором.

Определение всякого оператора A содержит предположение о том,
что дана область его определения DomA и множество всех его зна-
чений (образ оператора) RanA. Чтобы можно было говорить о ли-
нейности оператора, DomA и RanA должны быть линейными мно-
гообразиями. Например, областью определения интегрального опера-
тора может быть C[a, b] — линейное бесконечномерное пространство
всех функций ϕ(x), непрерывных на отрезке [a, b]; в этом пространстве
введем норму: ‖ϕ‖C[a,b] = max

a6x6b
|ϕ(x)|. Сходимость последовательно-

сти функций {ϕn} к функции ϕ по указанной норме в пространстве
C[a, b] означает, что ‖ϕn−ϕ‖C[a,b] −−−→

n→∞
0, т.е. функциональная после-

довательность {ϕn(x)} равномерно на отрезке [a, b] сходится к функ-
ции ϕ(x). Если оператор A действует из C[a, b] в C[a, b], то становится
осмысленным вопрос о непрерывности отображения A.

Пример 1.1.

Пусть (Aϕ)(x) =
1∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy, где ядро K(x, y) является непре-

рывной функцией в замкнутом квадрате S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}.
Если ϕ ∈ C[0, 1], то функция f(x) = (Aϕ)(x) непрерывна на от-
резке [0, 1]. Это означает, что оператор A можно рассматривать как
действующий из C[0, 1] в C[0, 1]. Иными словами, DomA = C[0, 1],
RanA ⊆ C[0, 1].

Выберем произвольную функциональную последовательность
{ϕn(x)}, состоящую из непрерывных функций, которая равномерно
на отрезке [0, 1] сходится к функции ϕ(x) (т.е. {ϕn} −−−→

n→∞
ϕ в

пространстве C[0, 1]). Тогда и функциональная последовательность{
1∫
0

K(x, y)ϕn(y)dy

}
будет равномерно на [0, 1] сходиться к функ-

ции f(x) =
1∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy. Действительно, непрерывное ядро K

является ограниченной функцией в S; пусть M = max
(x,y)∈S

|K(x, y)|. То-

гда ‖Aϕn − Aϕ‖C[0,1] = max
06x61

∣∣∣∣ 1∫
0

K(x, y)ϕn(y)dy −
1∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy

∣∣∣∣ =

= max
06x61

∣∣∣∣ 1∫
0

K(x, y)(ϕn(y)− ϕ(y))dy

∣∣∣∣6max
06x61

1∫
0

|K(x, y)|·|ϕn(y)−ϕ(y)|dy6

6M · max
06y61

|ϕn(y)− ϕ(y)| = M ·‖ϕn − ϕ‖C[0,1] −−−→
n→∞

0

— в силу равномерной сходимости {ϕn} к ϕ на [0, 1]. Следовательно,
6



действующий из C[0, 1] в C[0, 1] оператор A непрерывен. �∗
В линейном пространстве непрерывных на [a, b] функций можно

ввести другую, евклидову норму. Для этого зададим в указанном про-
странстве скалярное произведение (ϕ, ψ). Например, это можно сде-

лать следующим способом: положим (ϕ, ψ) =
b∫
a

ϕ(x)ψ(x)dx, если все

функции из рассматриваемого пространства принимают действитель-
ные значения (здесь речь идет о линейном пространстве над полем
действительных чисел R; все элементы пространства — действитель-
ные функции). Если же элементами линейного пространства являют-
ся непрерывные на [a, b] функции, принимающие комплексные значе-

ния, то положим (ϕ, ψ) =
b∫
a

ϕ(x)ψ(x)dx, где черта над ψ означает

комплексное сопряжение (это случай линейного пространства над по-
лем комплексных чисел C). Такое евклидово пространство (действи-
тельное или комплексное) имеет обозначение L̃2[a, b]. Волна в этом
обозначении указывает на то, что все функции, являющиеся элемен-
тами пространства, непрерывны. Получаем пространство с нормой

‖ϕ‖
L̃2[a,b]

=
√

(ϕ, ϕ) =

√
b∫
a

|ϕ(x)|2dx. Сходимость последовательности

функций {ϕn} к функции ϕ по норме пространства L̃2[a, b] означает,
что ‖ϕn − ϕ‖L̃2[a,b]

−−−→
n→∞

0, т.е. функциональная последовательность
{ϕn(x)} сходится к функции ϕ(x) в среднем квадратическом.

Задача 1.1.
Приведите пример последовательности непрерывных функций, ко-

торая фундаментальна в пространстве L̃2[a, b], но не сходится в этом
пространстве ни к одной непрерывной функции.�

Напомним, что линейное нормированное пространство называют
полным, если всякая фундаментальная последовательность его эле-
ментов имеет предел, принадлежащий этому пространству. Простран-
ство L̃2[a, b] не является полным. Однако, можно доказать, что вся-
кое неполное пространство можно рассматривать как подмножество
некоторого более широкого полного пространства, которое называют
пополнением исходного неполного пространства. При этом сохраня-
ются нормы всех элементов исходного пространства, а значит, и все
расстояния между ними. Пополнение определено однозначно с точно-
стью до изоморфизма, сохраняющего все расстояния. Пополнение про-
странства L̃2[a, b] имеет обозначение L2[a, b]. На интуитивном уровне
рассуждений построение этого пополнения состоит в добавлении ко

∗ Здесь и далее знаком � будет отмечено окончание замечаний, примеров, условий и решений
задач, доказательств теорем и т.п.
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всем непрерывным на [a, b] функциям некоторых разрывных функ-
ций. Строгое определение пространства L2[a, b] основано на понятии
интеграла Лебега∗ по отрезку [a, b]: элементами этого пространства
являются все функции ϕ(x), для которых существует конечный инте-

грал Лебега
b∫
a

|ϕ(x)|2dx ; это число принимается за квадрат нормы

элемента ϕ. Пространство L2[a, b] — линейное евклидово простран-

ство со скалярным произведением (ϕ, ψ) =
b∫
a

ϕ(x)ψ(x)dx (интеграл

понимается в смысле Лебега). Если некоторая функция интегрируе-
ма на [a, b] в собственном смысле по Риману∗∗, то она интегрируема
на [a, b] и по Лебегу, причем оба эти интеграла совпадают. Поэтому
L̃2[a, b] ⊂ L2[a, b]. Некоторые несовпадающие на [a, b] функции, при-
надлежащие L2[a, b], не различают, а относят к одному элементу этого
пространства. Например, ϕ(x) ≡ 0 и функцию Дирихле∗∗∗ считают
эквивалентными. Можно доказать, что всякую функцию из L2[a, b]
можно с любой точностью приблизить по норме пространства L2[a, b]
непрерывными функциями (здесь важна ограниченность множества
[a, b]). Это следует, например, из замкнутости в L2[a, b] тригонометри-
ческой системы функций (см.[23], гл.10; [28], гл.4, §5).

Теорема о пополнении метрического пространства, теория интегра-
ла Лебега и теория пространства L2[a, b] изучаются в курсе функци-
онального анализа. В курсе

”
Интегральные уравнения“не будут ис-

пользованы специальные понятия и теоремы функционального анали-
за. Основные факты можно доказать на языке непрерывных функций.
Но во многих случаях возникает необходимость в понятиях и теоремах,
имеющих смысл лишь в евклидовом пространстве; часто оказывается
важной его полнота.

Изучая оператор A и связанные с ним уравнения, всегда будем ука-
зывать, каким именно пространствам принадлежат DomA и RanA —
от этого зависят свойства оператора.

Задача 1.2.
Является ли пространство C[a, b] евклидовым? Полно ли это про-

странство? �
С интегральным оператором A связано несколько типов уравнений.

Уравнение
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, называют линейным

интегральным уравнением 1–го рода относительно функции ϕ(x) (ко-
ротко: Aϕ = f); здесь даны функции K(x, y) и f(x).

∗ Лебег Анри Леон (1875–1941) — французский математик.
∗∗ Риман Георг Фридрих Бернхард (1826–1866) — немецкий математик.
∗∗∗ Дирихле Петер Густав Лежён (1805–1859) — немецкий математик.
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Уравнение ϕ(x)−
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, называют ли-

нейным интегральным уравнением 2–го рода; функции K(x, y) и f(x)
даны. Для изучения такого уравнения удобно ввести ещё числовой па-
раметр µ:

ϕ(x)− µ ·
b∫

a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b. (1.1)

Ядром интегрального оператора в (1.1) можно было бы считать функ-
цию µ · K(x, y), но будем явно выделять параметр и называть ядром
функцию K(x, y). Параметр µ может иметь физический смысл, ес-
ли уравнение (1.1) описывает некоторый физический процесс. (Пара-
метр в интегральное уравнение впервые ввел Пуанкаре∗ для изучения
свойств уравнения (1.1).) Всюду далее будем придерживаться обозна-
чения λ = 1/µ, µ 6= 0. Вместо µ в качестве параметра можно выбрать
λ, но в теории интегральных уравнений принято считать параметром
числовой множитель µ перед интегралом. Если через E обозначить
тождественный оператор, то уравнение (1.1) коротко запишется в ви-
де ϕ− µ · Aϕ = f или (E − µ · A)ϕ = f .

Замечание 1.1.
Тождественный оператор E нельзя выразить в виде интеграла

b∫
a

F (x, y)ϕ(y)dy, т.е. невозможно найти такую функцию F (x, y), чтобы

для любой функции ϕ(x) из некоторого пространства функций выпол-

нялось бы равенство ϕ(x) = (Eϕ)(x) =
b∫
a

F (x, y)ϕ(y)dy.�

Пример 1.2.
В курсе обыкновенных дифференциальных уравнений подробно

изучена краевая задача

(Λϕ)(x) ≡ d

dx

(
p(x)

dϕ(x)

dx

)
− q(x)ϕ(x) = η(x), a 6 x 6 b,

δ1(ϕ) ≡ α1ϕ′(a) + β1ϕ(a) = 0, δ2(ϕ) ≡ α2ϕ′(b) + β2ϕ(b) = 0,
где p, q, η — известные действительные функции, причем p ∈ C1[a, b],
p(x) > 0 при a 6 x 6 b, q ∈ C[a, b], η ∈ C[a, b]; α1, β1, α2, β2 — извест-
ные действительные постоянные, причем α2

i + β2
i 6= 0, i = 1, 2. Если

однородная краевая задача (η(x) ≡ 0 на [a, b]) имеет только нулевое
решение, то существует функция Грина∗∗ G(x, y), и она единственна.
При этом решение неоднородной краевой задачи (η(x) 6≡ 0 на [a, b])

∗ Пуанкаре Жюль Анри (1854–1912) — французский математик.
∗∗ Грин Джордж (1793–1841) — английский математик.
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существует, единственно и дается формулой

ϕ(x) =

b∫
a

G(x, y)η(y)dy, a 6 x 6 b.

Выберем в качестве η(x) выражение −ν · ϕ(x), где ν — комплексный
параметр. Если для некоторого значения ν

0
краевая задача −Λϕ = νϕ,

δ1(ϕ) = 0, δ2(ϕ) = 0 имеет нетривиальное решение
◦
ϕ(x), то ν

0
называ-

ют собственным значением оператора (−Λ), а
◦
ϕ(x) — его собственной

функцией. Задачу нахождения собственных значений и собственных
функций называют задачей Штурма–Лиувилля∗. В предположении,
что ν = 0не является собственным значением, эту задачу можно запи-
сать в виде однородного (f(x) ≡ 0 на [a, b]) интегрального уравнения
2–го рода с параметром µ = −ν:

ϕ(x)− µ
b∫

a

G(x, y)ϕ(y)dy = 0, a 6 x 6 b.

Заметим, что ядро G(x, y) интегрального оператора действительно и
симметрично: G(x, y) = G(y, x). Именно изучение этого интегрально-
го уравнения и позволяет найти все свойства собственных значений
и собственных функций задачи Штурма–Лиувилля. В том же пред-
положении неоднородная краевая задача −Λϕ = νϕ + η, δ1(ϕ) = 0,

δ2(ϕ) = 0 запишется в виде уравнения ϕ(x)−µ
b∫
a

G(x, y)ϕ(y)dy = f(x),

где f(x) =
b∫
a

G(x, y)η(y)dy.

Подчеркнем, что определение функции Грина зависит от того, яв-
ляется или не является число ν = 0 собственным значением.�

Пусть в уравнении q(x)ϕ(x)− µ ·
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x),a 6 x 6 b,

даны функцииK(x, y), f(x) и q(x). Если q(x) не обращается в нуль ни в
одной точке отрезка [a, b], то уравнение можно разделить на q(x); тогда
получим уравнение 2–го рода с ядром K(x, y)/q(x). Если q(x) ≡ 0,
то имеем уравнение 1–го рода. Если же q(x) 6≡ 0, но коэффициент
q(x) обращается в нуль в некоторых точках отрезка [a, b], то указанное
уравнение называют уравнением 3–го рода.

Свойства уравнений 1–го, 2–го и 3–го рода существенно различны.
При выполнении определенных условий уравнение 2–го рода обычно

∗ Штурм Жак Шарль Франсуа (1803–1855) — французский математик.
Лиувилль Жозеф (1809–1882) — французский математик.
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оказывается корректной задачей: его решение существует, оно един-
ственно и устойчиво. Задача решения уравнения 1–го рода может ока-
заться некорректной. В этом случае надо определить, что следует по-
нимать под решением некорректной задачи. Этот вопрос подробно изу-
чается в курсе обратных и некорректно поставленных задач. Свойства
уравнения 3–го рода определяются поведением коэффициента q(x).
Основная часть курса

”
Интегральные уравнения“посвящена изучению

линейных уравнений 2–го рода.
Замечание 1.2.
Пределы интегрирования a и b обычно будем считать конечными,

a < b. Однако, имеются важные типы интегральных уравнений, в ко-
торых пределы интегрирования бесконечны.�

Замечание 1.3.
Пусть Ω — замкнутая ограниченная область вRl, l>1, ~x ∈ Ω, ~y ∈ Ω.

Пусть искомая функция зависит от l действительных независимых пе-
ременных: ϕ = ϕ(~x). Вместо квадрата S введем множество Ω×Ω ⊂ R2l

и зададим на этом множестве функцию K(~x, ~y). Тогда можно опреде-
лить интегральный оператор (Aϕ)(~x) =

∫
Ω

K(~x, ~y)ϕ(~y)dΩ~y (интеграл

здесь l–кратный). Важное значение имеют задачи решения интеграль-
ных уравнений с таким оператором A. Например, можно решать урав-
нения 2–го рода ϕ−µAϕ = f , в котором даны функции K(~x, ~y) и f(~x).
Теория таких уравнений практически не отличается от случая x ∈ R1,
y ∈ R1. Далее будем в основном рассматривать уравнения со скаляр-
ными независимыми переменными x и y.

В интегральном операторе интегрирование может вестись не по об-
ласти Ω, а по некоторой кривой или по поверхности. Если эту кри-
вую или поверхность задать параметрически, то получим интеграл по
области изменения параметров. Именно к уравнениям с такими ин-
тегральными операторами приводят многие задачи математической
физики.�

Замечание 1.4.
Ядро K(x, y), свободный член f(x) и искомая функция ϕ(x) да-

лее обычно будут считаться комплекснозначными функциями действи-
тельных переменных. Параметр µ в уравнении (1.1) может принимать
комплексные значения: µ ∈ C.�

Замечание 1.5.
Не существует определения, объясняющего какое уравнение на-

до называть интегральным. Можно попытаться определить инте-
гральное уравнение как

”
уравнение, содержащее неизвестную функ-

цию под знаком интеграла“. Но в таком
”
определении“не говорит-

ся, какие еще операции производятся над искомой функцией кро-
ме интегрирования. Например, нельзя считать интегральным урав-
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нение ϕ(x) =
x∫
a

ϕ′(y)dy + ϕ(a): для любой непрерывно диффе-

ренцируемой функции ϕ оно является тождеством. А уравнение

lim
h→0

x+h∫
x

ϕ(y + h)− 2ϕ(y) + ϕ(y − h)

h3
dy = f(x) является дифференци-

альным уравнением ϕ′′(x) = f(x). (Проверьте!)�
В следующих разделах будет дана классификация некоторых ти-

пов интегральных уравнений. Эта классификация заведомо не будет
полной.

1.2. Ядра Фредгольма∗. Линейные уравнения Фредгольма.
Определенное в квадрате S ядро K(x, y) называют фредгольмовым

(другой термин — ядро класса L2(S)), если существует конечный двой-

ной интеграл
b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy. Это условие выполнено, например,

если функция K(x, y) непрерывна в замкнутом квадрате S или кусоч-

но непрерывна в нем. Величину

√
b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy будем обозначать

через PK или через P , если ясно, о каком ядре идёт речь (эта величина
является нормой функции K в L2(S)). Пусть интегральный оператор
A с фредгольмовым ядром действует на функции ϕ ∈ L2[a, b], т.е.
DomA = L2[a, b]; такой оператор называют оператором Фредгольма.
Например, его можно применить к непрерывной или кусочно непре-
рывной на [a, b] функции ϕ. Оказывается, что если ϕ ∈ L2[a, b], то и
Aϕ ∈ L2[a, b], т.е. RanA ⊆ L2[a, b]. Поэтому, решая уравнение (1.1),
будем полагать, что f ∈ L2[a, b]. Такое уравнение называют уравнени-
ем Фредгольма 2–го рода.

Пример 1.3.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате S. Тогда в

S выполнено неравенство |K(x, y)| 6 M = const < ∞. Поэтому
PK 6M ·(b−a). Если оператором A с непрерывным ядром действовать
на функции ϕ, непрерывные на [a, b], то в результате будем получать
непрерывные функции (Aϕ)(x). Поэтому, решая уравнение (1.1), на-
до полагать, что f — непрерывная функция. В таких предположениях
(1.1) будет уравнением Фредгольма.�
Пример 1.4.
S = {0 6 x 6 b, 0 6 y 6 b}. K(x, y) = ln |x − y|. Хотя ядро терпит

разрыв при y = x, оно является фредгольмовым. В самом деле:

P 2
K =

b∫
0

b∫
0

(ln |x− y|)2 dxdy = (b · ln b)2 − 3b2 · ln b+
5

2
b2 <∞.

(Проверьте!)�
∗ Фредгольм Эрик Ивар (1866–1927) — шведский математик.
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Приведем примеры операторов, которые определяются интеграла-
ми с бесконечными пределами интегрирования. Напомним сначала
теорему из теории несобственных интегралов (см.[15], Т.3, п.614).

Теорема.
Пусть F (x, y) > 0. Если сходится повторный интеграл

+∞∫
a

dx
+∞∫
c

F (x, y)dy, то сходится и двойной интеграл
+∞∫
a

+∞∫
c

F (x, y)dxdy,

и они равны. Если же повторный интеграл равен +∞, то и двойной
интеграл равен +∞. �

Пример 1.5.
S = {1 6 x < +∞, 1 6 y < +∞}. K(x, y) = e−xy. Данное ядро

фредгольмово:

P 2
K =

+∞∫
1

+∞∫
1

|K(x, y)|2 dxdy =
+∞∫
1

dx
+∞∫
1

e−2xydy = 1
2

+∞∫
1

e−2x

x
dx <∞.

Если оператором A действовать на функции ϕ, для которых
+∞∫
1

|ϕ(x)|2dx <∞, то этот оператор фредгольмов. Уравнение

ϕ(x)−
+∞∫
1

e−xy · ϕ(y)dy = e−
x2

2 является уравнением Фредгольма, так

как ядро фредгольмово и
+∞∫
1

|f(x)|2dx =
+∞∫
1

e−x
2

dx <∞.�

Пример 1.6.
S = {0 6 x < +∞, 0 6 y < +∞}.K(x, y) = e−xy. Ядро не является

фредгольмовым:

P 2
K =

+∞∫
0

+∞∫
0

e−2xydxdy = 1
2

+∞∫
0

dx

x
dx = +∞.�

Пример 1.7.
a = −∞, b = +∞. K(x, y) = e−|x−y|. Ядро не является фредгольмо-

вым: P 2
K =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−2|x−y|dxdy =
+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

e−2|x−y|dy = +∞. В самом

деле:
+∞∫
−∞

e−2|x−y|dy =
x∫
−∞

e2(y−x)dy +
+∞∫
x

e2(x−y)dy = 1 (проверьте!).

Отметим, что заменой переменных x = tg ξ, y = tg η оператор
+∞∫
−∞

e−|x−y|ϕ(y)dy можно записать в виде интеграла на конечном про-

межутке интегрирования:
π
2∫
−π

2

V (ξ, η)Φ(η)dη,

где V (ξ, η) = exp {−| tg ξ − tg η|}, Φ(η) =
1

cos2 η
ϕ(tg η),

13



либо
π
2∫
−π

2

W (ξ, η)Ψ(η)dη, где W (ξ, η) =
1

cos2 η
exp {−| tg ξ − tg η|},

Ψ(η) = ϕ(tg η).�
Пример 1.8.
Пусть [a, b] — конечный отрезок, а ядро имеет вид

K(x, y) =
Q(x, y)

|x− y|α
, где α = const, 0 6 α <

1

2
, причем функция Q(x, y)

непрерывна в замкнутом квадрате S; тогда |Q(x, y)|6M=const<∞.
Покажем, что ядро K(x, y) фредгольмово.

P 2
K 6M2

b∫
a

b∫
a

dxdy

|x− y|2α
= M2

b∫
a

I(x)dx, где I(x) =
b∫
a

dy

|x− y|2α
.

I(x) =
x∫
a

dy

(x− y)2α
+

b∫
x

dy

(y − x)2α
=

1

1− 2α

[
(x− a)1−2α + (b− x)1−2α

]
.

Отсюда видно, что функция I(x) непрерывна на [a, b], а следовательно,
ограничена: |I(x)|6C=const<∞. Поэтому P 2

K 6M
2C(b− a)<∞.�

Замечание 1.6.
Пусть [a, b] — конечный отрезок, а ядро имеет вид

K(x, y) =
Q(x, y)

|x− y|α
, где α = const, 0 < α < 1, причем функция

Q(x, y) ограничена в замкнутом квадрате S. Такое ядро K(x, y)
называют ядром со слабой особенностью или полярным ядром.
Пример 1.8 показывает, что при α < 1

2 это ядро фредгольмово.
Свойства уравнений Фредгольма и уравнений со слабой особенностью
ядра мало отличаются друг от друга. Основные результаты теории
совпадают для уравнений обоих типов.

Уравнения со слабой особенностью ядра возникают и в случае, ко-
гда ~x ∈ Rl и ~y ∈ Rl (см. замечание 1.3). Пусть |~x − ~y| обозначает
евклидово расстояние между точками ~x и ~y. Пусть Q(~x, ~y) — ограни-

ченная на множестве Ω × Ω функция. Тогда ядро K(~x, ~y) =
Q(~x, ~y)

|~x− ~y|α
,

где α = const, 0 < α < l, называют ядром со слабой особенностью.
Уравнения с такими ядрами возникают в теории потенциалов.�

1.3. Примеры некоторых интегральных уравнений
других типов.

1.3.1. Сингулярные уравнения.

Напомним определение главного значения интеграла в смысле Ко-
ши∗ (см. [23], гл.3, §3). Пусть функция F (y) определена на отрезке
[a, b], кроме, быть может, точки c, a < c < b; пусть F интегрируема
на любом отрезке, не содержащем c. Говорят, что F интегрируема по

∗ Коши Огюстен Луи (1789–1857) — французский математик.
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Коши, если существует предел lim
ε→0+0

( c−ε∫
a

F (y)dy +
b∫

c+ε

F (y)dy
)
. Этот

предел обозначают через V.p.
b∫
a

F (y)dy и называют главным значением
интеграла.

Пример 1.9.

При a < c < b несобственный интеграл
b∫
a

dy

c− y
расходится. Но

существует V.p.
b∫
a

dy

c− y
= ln

c− a
b− c

. (Проверьте!)�

В теории интегральных уравнений интеграл в смысле главного зна-
чения по Коши называют сингулярным интегралом. Сингулярное ин-
тегральное уравнение — это уравнение, содержащее искомую функцию
ϕ под знаком такого интеграла. Например, уравнение (1.1) будет син-

гулярным, если K(x, y) =
1

x− y
, т.е. (Aϕ)(x) = V.p.

b∫
a

ϕ(y)

x− y
dy. Воз-

никает естественный вопрос: к каким функциям ϕ можно применить
такой оператор A?

Утверждение.
Пусть функция ϕ(x) на отрезке [a, b] удовлетворяет условию

Гёльдера∗: |ϕ(x1) − ϕ(x2)| 6 L · |x1 − x2|β для любых x1, x2, где
L = const > 0, β = const, 0 < β 6 1. Тогда на интервале (a, b)

существует V.p.
b∫
a

ϕ(y)

x− y
dy.

Доказательство.
ϕ(y)

x− y
=

ϕ(y)− ϕ(x)

x− y
+

ϕ(x)

x− y
. По условию Гёльдера∣∣∣∣ϕ(y)− ϕ(x)

x− y

∣∣∣∣ 6 L

|x− y|1−β
. Поскольку β > 0, несобственный

интеграл
b∫
a

ϕ(y)− ϕ(x)

x− y
dy сходится. Кроме того,

V.p.
b∫
a

dy

x− y
= ln

x− a
b− x

, a < x < b. Поэтому на интервале (a, b)

существует V.p.
b∫
a

ϕ(y)

x− y
dy =

b∫
a

ϕ(y)− ϕ(x)

x− y
dy + ϕ(x) ln

x− a
b− x

.�

Если Q(x, y) — ограниченная функция в квадрате S, то ядро

K(x, y) =
Q(x, y)

x− y
называют ядром с сильной особенностью. При этом

∗ Гёльдер Людвиг Отто (1859–1937) — немецкий математик.
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от функции Q обычно требуют выполнения условия Гёльдера по двум
переменным. Линейный интегральный оператор A с таким ядром K
задается интегралом в смысле главного значения.

Пример 1.10.
K(x, y) = ctg

y − x
2

, S = {−π 6 x 6 π, −π 6 y 6 π}. Здесь

K(x, y) =
Q(x, y)

x− y
, где Q(x, y) = (x − y) ctg

y − x
2

— ограниченная и

дифференцируемая в S функция. (Проверьте!)�
По сравнению с теорией уравнений Фредгольма теория сингуляр-

ных уравнений является значительно более сложной.

1.3.2. Уравнения Вольтерры∗.

Линейное уравнение 2–го рода

ϕ(x)− µ
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, (1.2)

отличается от уравнения (1.1) переменным пределом интегрирования
(возможны и случаи a = −∞, b = +∞). Здесь ядро K(x, y) определено
в замкнутом треугольнике T = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 x}. Доопределим
ядро в замкнутом квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}: положим
K(x, y) = 0 при x < y 6 b. Тогда уравнение (1.2) можно рассматри-
вать как частный случай уравнения (1.1).

Пусть ядро K удовлетворяет условию

P 2 =
b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy =
b∫
a

( x∫
a

|K(x, y)|2dy
)
dx < ∞ (здесь предпола-

гаются выполненными условия теоремы о замене двойного интегра-
ла повторным). Например, условие P < ∞ выполнено, если ядро K
непрерывно в T ; тогда K кусочно непрерывно в S. Пусть к тому же
f ∈ L2[a, b]; например, f — непрерывная функция. Тогда уравнение
(1.2) называют уравнением Вольтерры. Оно является специальным
случаем уравнения Фредгольма и обладает по сравнению с ним до-
полнительными свойствами.

Наряду с уравнением (1.2) важную роль играют и уравнения 1–го
рода с переменным пределом интегрирования.

Пример 1.11.

Уравнение
x∫
a

ϕ(y)

(x− y)α
dy = f(x), α = const, 0 < α < 1, называют

уравнением Абеля∗∗. Это уравнение типа Вольтерры 1–го рода со сла-
∗Вольте́рра Вито (1860–1940) — итальянский математик.
∗∗Абель Нильс Хенрик (1802–1829) — норвежский математик.
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бой особенностью. Исторически оно было первым (1823г.) изученным
интегральным уравнением (при α = 1/2).�

1.3.3. Уравнения с разностными ядрами.

Примеры таких уравнений уже были приведены выше. Разностное
ядро — это сложная функция K(x− y), где K — функция одной неза-
висимой переменной. Интегральный оператор (Aϕ)(x) с таким ядром
называют оператором свертки. При надлежащих предположениях о
функциях K и ϕ можно определить их свертки как функции пере-
менной x на прямой, на луче, на конечном отрезке. Интегральные
уравнения, содержащие оператор свертки, часто встречаются и в тео-
ретических, и в прикладных задачах. Запишем некоторые из таких
уравнений.
Простейший пример:

ϕ(x)−
+∞∫
−∞
K(x− y)ϕ(y)dy = f(x), −∞ < x < +∞.

Уравнения Вольтерры с разностными ядрами:

ϕ(x)−
x∫
−∞
K(x− y)ϕ(y)dy = f(x), −∞ < x < +∞;

ϕ(x)−
x∫
0

K(x− y)ϕ(y)dy = f(x), 0 6 x < +∞.

Уравнение Винера–Хопфа∗:

ϕ(x)−
+∞∫
0

K(x− y)ϕ(y)dy = f(x), 0 6 x < +∞.

Решение уравнений типа свертки обычно основано на применении
к ним тех или иных интегральных преобразований (преобразования
Фурье∗∗, преобразования Лапласа∗∗∗ и др.).

1.3.4. Интегральные уравнения 1–го рода, определяемые
интегральными преобразованиями.

Задача обращения интегрального преобразования является задачей
решения интегрального уравнения 1–го рода. Покажем это на примере
преобразования Фурье, не записывая предположений, при которых эти
преобразования существуют, и при которых их можно обратить (см.
[23], гл. 10, §6; [24],гл. 8, §4).

Равенство
1√
2π

+∞∫
−∞

e−ixyϕ(y)dy = f(x) означает, что функция

∗Винер Норберт (1894–1964) — американский математик.
Хопф Хейнц (1894–1971) — швейцарский математик.

∗∗Фурье Жан Батист Жозеф (1768–1830) — французский математик.
∗∗∗Лаплас Пьер Симон (1749–1827) — французский математик.
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f (вообще — комплекснозначная) является преобразованием Фурье
функции ϕ. Если это равенство рассматривать как уравнение отно-
сительно ϕ при заданной f , то решением такого уравнения будет

ϕ(x) =
1√
2π
V.p.

+∞∫
−∞

eixyf(y)dy.

Равенство
√

2

π

+∞∫
0

cos(xy)ϕ(y)dy = f(x) означает, что f является

косинус–преобразованием функции ϕ. Обратная задача: найти ϕ, если

дана f . Её решение: ϕ(x) =

√
2

π

+∞∫
0

cos(xy)f(y)dy.

Равенство
√

2

π

+∞∫
0

sin(xy)ϕ(y)dy = f(x) означает, что f является

синус–преобразованием функции ϕ. Решение соответствующей обрат-

ной задачи: ϕ(x) =

√
2

π

+∞∫
0

sin(xy)f(y)dy.

Подчеркнём, что на практике условия, при которых справедливы
формулы обращения, могут нарушаться, и что задача решения урав-
нения 1–го рода некорректна.

1.3.5. Нелинейные интегральные уравнения.

Так называют интегральные уравнения, в которые искомая функ-
ция ϕ входит нелинейно.

Пример 1.12.
Задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

dϕ

dx
= F (x, ϕ(x)), ϕ(a) = ϕ

0

сводится к интегральному уравнению ϕ(x) = ϕ
0
+

x∫
a

F (y, ϕ(y))dy. Если

F зависит от ϕ нелинейно, то и интегральное уравнение нелинейно.
Именно изучение этого интегрального уравнения проводилось в кур-
се обыкновенных дифференциальных уравнений при доказательстве
теорем существования и единственности решения задачи Коши.�

Пример 1.13.
Пусть дана функция K(x, y;ϕ), непрерывная по совокупности трёх

переменных при a 6 x 6 b, a 6 y 6 b, |ϕ| 6 h (a, b, h — постоянные).

Тогда оператор Урысона∗ (Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y;ϕ(y))dy определён на

всех функциях ϕ ∈ C[a, b], для которых ‖ϕ‖C[a,b] 6 h. Для каждой
∗Урысон Павел Самуилович (1898– 1924) — советский математик.
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такой функции ϕ её образ Aϕ ∈ C[a, b]. Тем самым DomA ⊂ C[a, b] и
RanA ⊂ C[a, b]. Чтобы оператор Урысона был определён на всем про-
странстве C[a, b], необходимо, чтобы функция K(x, y;ϕ) была опреде-
лена при всех указанных значениях x и y, и при −∞ < ϕ < +∞.

Уравнение ϕ − µAϕ = f с таким нелинейным оператором A назы-
вают уравнением Урысона.�

Пример 1.14.
Частным случаем оператора Урысона является нелинейный инте-

гральный оператор Гаммерштейна:

(Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)F (y, ϕ(y))dy, где K(x, y) — фредгольмово ядро в

квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}, а F (y, ϕ) — заданная функ-
ция, определенная при a 6 y 6 b, −∞ < ϕ < +∞ и непрерывная по
совокупности двух переменных. Такой оператор A представляет собой
последовательное применение двух операторов: ψ(y) = F (y, ϕ(y)) и
b∫
a

K(x, y)ψ(y)dy.�

Нелинейные уравнения намного сложнее линейных. Убедимся в
этом на следующем простом примере.

Пример 1.15.
Сначала рассмотрим линейное однородное (f(x) ≡ 0) уравнение

Фредгольма 2–го рода:

ϕ(x) = µ

1∫
0

x2yϕ(y)dy, 0 6 x 6 1. (1.3)

При любом комплексном µ оно имеет тривиальное решение ϕ(x) ≡ 0.
Докажем, что нетривиальное решение уравнение (1.3) имеет только

при µ = 4. Введём обозначение p =
1∫
0

yϕ(y)dy. Тогда уравнение (1.3)

будет иметь вид ϕ(x) = µx2p, где p — постоянная, которая не зависит
от x, но может зависеть от µ. Если µ = 0, то (1.3) даёт ϕ(x) ≡ 0.
Рассмотрим случай µ 6= 0. Найдем µ 6= 0 и ϕ(x) 6≡ 0 из (1.3):

ϕ(x) = µx2p = µ
1∫
0

x2y µ y2p dy, т.е. 1 = µ
1∫
0

y3dy =
µ

4
, и тем самым

µ = 4. Тогда уравнению ϕ(x) = 4
1∫
0

x2yϕ(y)dy удовлетворяет любая

функция вида ϕ(x) = cx2, где c — произвольная постоянная, c 6= 0.
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Теперь рассмотрим нелинейное уравнение Гаммерштейна:

ϕ(x) = µ

1∫
0

x2yϕ2(y)dy, 0 6 x 6 1. (1.4)

При любом комплексном µ оно имеет тривиальное решение. Докажем,
что при любом µ 6= 0 уравнение (1.4) имеет нетривиальное реше-

ние. Введем обозначение p =
1∫
0

yϕ2(y)dy. Тогда уравнение (1.4) бу-

дет иметь вид ϕ(x) = µx2p, где p — постоянная, которая не зависит
от x, но может зависеть от µ. Если µ = 0, то (1.4) даёт ϕ(x) ≡ 0.
Рассмотрим случай µ 6= 0. Найдём зависимость p от µ из (1.4):

ϕ(x) = µx2p = µ
1∫
0

x2yµ2y4p2dy, т.е. p = µ2p2
1∫
0

y5dy =
µ2p2

6
, и тем

самым p =
6

µ2
(или p = 0, и тогда ϕ(x) ≡ 0). Поэтому уравнение (1.4)

при любом µ 6= 0 имеет решение ϕ(x) =
6

µ2
x2.�

1.3.6. Относительная единственность решения.

Задача нахождения решения интегрального уравнения может счи-
таться разумно поставленной только если указано, в каком классе
функций это решение надо искать (например, в C[a, b] или в L2[a, b]).
Тогда осмысленными становятся вопросы о существовании решения в
данном классе функций и о единственности решения в данном классе
функций.

Пример 1.16.
Рассмотрим линейное однородное уравнение 2–го рода с перемен-

ным пределом интегрирования: ϕ(x) =
x∫
0

yx−yϕ(y)dy, 0 6 x < +∞.

Можно доказать, что среди непрерывных функций ϕ имеется един-
ственное решение ϕ(x) ≡ 0. Но легко проверить, что данному уравне-
нию удовлетворяет бесконечное множество разрывных решений вида
ϕ(x) = cxx−1, где c — произвольная постоянная, c 6= 0. (Проверьте, что
такие функции ϕ(x) являются решениями, и что ϕ(x) −−−−→

x→0+0
+∞.)�
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Глава 2.
Теория Фредгольма.

2.1. Формулировки теорем Фредгольма.
Теория Фредгольма изучает линейное интегральное уравнение 2–го

рода ϕ − µAϕ ≡ (E − µA)ϕ = f . Здесь A — интегральный оператор

с фредгольмовым ядром: (Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy, свободный член

f ∈ L2[a, b], µ ∈ C, a 6 x 6 b.
Будем рассматривать сразу 4 уравнения на [a, b]:

ϕ(x)− µ
b∫

a

K(x, y)ϕ(y) dy = f(x) (ϕ− µAϕ = f), (2.1)

◦
ϕ(x)− µ

b∫
a

K(x, y)
◦
ϕ(y) dy = 0 (

◦
ϕ− µA ◦ϕ = 0), (2.2)

ψ(x)− µ
b∫

a

K(y, x)ψ(y) dy = g(x) (ψ − µA∗ψ = g), (2.3)

◦
ψ(x)− µ

b∫
a

K(y, x)
◦
ψ(y) dy = 0 (

◦
ψ − µA∗

◦
ψ = 0). (2.4)

Нулик над
◦
ϕ или

◦
ψ означает, что речь идет о решении одно-

родного уравнения (2.2) или (2.4). В уравнении (2.3) свободный
член g ∈ L2[a, b]. Решения всех уравнений (2.1) — (2.4) ищем в
классе функций L2[a, b]. Отметим, что на самом деле будем обыч-
но полагать, что ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате
S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b, }, что функции f и g непрерывны на [a, b],

и что решения ϕ,
◦
ϕ, ψ,

◦
ψ ищем среди непрерывных функций; это не бу-

дет приводить к существенному ограничению общности. В уравнениях

(2.3), (2.4) введено обозначение (A∗ψ)(x) =
b∫
a

K(y, x)ψ(y)dy.

Замечание 2.1.
Уравнения (2.1) — (2.4) не являются системой уравнений. Нас ин-

тересует уравнение (2.1), но его свойства выражаются через свойства
остальных уравнений.�
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Введём некоторые понятия, связанные с уравнениями (2.1) — (2.4).
Сначала отдельно рассмотрим уравнение (2.2). Очевидно, что при лю-
бом значении параметра µ уравнение (2.2) имеет тривиальное решение
◦
ϕ(x) ≡ 0.

Определение 2.1.
Значение параметра µ ∈ C называют правильным для оператора A

(то же: для ядра K(x, y) ), если при этом значении µ уравнение (2.2)
не имеет нетривиальных решений.�

Очевидно, что µ = 0 — правильное значение.
Определение 2.2.
Значение параметра µ ∈ C называют характеристическим для опе-

ратора A ( то же: для ядра K(x, y) ),если при этом значении µ урав-
нение (2.2) имеет нетривиальные решения. Такие нетривиальные ре-
шения называют собственными функциями оператора A (то же: ядра
K(x, y)), соответствующими характеристическому значению µ.�

Уравнение (2.2) можно записать в виде A
◦
ϕ = λ

◦
ϕ. Если µ —

характеристическое значение оператора A, то λ = 1/µ называют его
собственным значением (то же: собственным значением ядра K(x, y)).
Ему соответствуют те же собственные функции. Однако, может ока-
заться, что и λ = 0 является собственным значением, если уравне-
ние Aϕ = 0 имеет нетривиальные решения. В этом случае пишут
ϕ ∈ KerA, где KerA = {ϕ|Aϕ = 0} — нуль-множество или ядро опе-
ратора A.

Ясно, что собственная функция определена с точностью до ненуле-
вого постоянного множителя: если

◦
ϕ(x) — собственная функция, то и

c · ◦ϕ(x), где c = const 6= 0, тоже будет собственной функцией, соответ-
ствующей тому же характеристическому числу.

Пусть одному и тому же характеристическому значению µ отве-
чают собственные функции

◦
ϕ

1
(x), . . . ,

◦
ϕr(x); пусть c1, . . . , cr — произ-

вольные постоянные. Тогда в силу линейности оператора A линейная
комбинация c

1

◦
ϕ

1
(x) + . . . + cr

◦
ϕr(x) также будет собственной функци-

ей оператора A, которая соответствует тому же характеристическому
числу µ, если только эта линейная комбинация не равна тождественно
нулю на [a, b].

Определение 2.3.
Наибольшее число линейно независимых на [a, b] собственных

функций, отвечающих данному характеристическому значению µ, на-
зывают геометрической кратностью этого характеристического зна-
чения или его рангом. Характеристическое значение, геометрическая
кратность которого равна 1, называют простым.�

Геометрические кратности двух разных характеристических значе-
ний могут быть различны.
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Пример 2.1.
K(x, y) = sin(x− y), a = 0, b = 2π. Найдем все характеристические

значения оператора (Aϕ)(x) =
2π∫
0

sin(x− y)ϕ(y)dy. Нас интересуют те

µ, при которых уравнение

◦
ϕ(x)− µ

2π∫
0

sin(x− y)
◦
ϕ(y)dy = 0 (2.5)

имеет на [0, 2π] нетривиальные решения. Запишем ядро K(x, y) в ви-
де sin(x − y) = sin(x) cos(y) − cos(x) sin(y) и введем обозначения:

p
1

=
2π∫
0

cos y · ◦ϕ(y)dy, p
2

=
2π∫
0

sin y · ◦ϕ(y)dy. Перепишем уравнение (2.5):

◦
ϕ(x)− µ

(
p

1
sinx− p

2
cosx

)
= 0. (2.6)

Умножим уравнение (2.6) на cosx и проинтегрируем:
2π∫
0

cosx · ◦ϕ(x)dx− µp
1

2π∫
0

sinx cosxdx+ µp
2

2π∫
0

cos2 xdx = 0.

Умножим уравнение (2.6) на sinx и проинтегрируем:
2π∫
0

sinx · ◦ϕ(x)dx− µp
1

2π∫
0

sin2(x)dx+ µp
2

2π∫
0

sinx cosxdx = 0.

Учитывая, что
2π∫
0

sinx cosxdx = 0,
2π∫
0

cos2 xdx =
2π∫
0

sin2 xdx = π, полу-

чаем систему алгебраических уравнений относительно p
1
и p

2
:{

p
1

+ πµp
2

= 0

−πµp
1

+ p
2

= 0 .
(2.7)

Найдём те µ ∈ C, при которых определитель основной матрицы
системы (2.7) равен нулю:∣∣∣∣ 1 πµ
−πµ 1

∣∣∣∣ = 1 + π2µ2 = 0, т.е. µ = ± i
π

(i —мнимая единица). Если

µ 6= ± i
π
, то (2.7) имеет только нулевое решение p

1
= p

2
= 0, и тогда

из (2.6) получаем
◦
ϕ(x) ≡ 0; все комплексные µ 6= ± i

π
правильные.

Если µ =
i

π
, то общее решение системы (2.7) имеет вид p

2
= ip

1
, где

p
1
— свободная неизвестная. При µ = − i

π
общее решение (2.7) имеет

вид p
2

= −ip
1
, где p

1
— свободная неизвестная. Найдём решения

◦
ϕ(x)

уравнения (2.6) для каждого из двух характеристических значений µ:
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если µ = µ
1

=
i

π
, то

◦
ϕ(x) =

i

π
(p

1
sinx− ip

1
cosx) =

= c(cosx+ i sinx) = ceix, где c =
p

1

π
— произвольная постоянная;

если µ = µ
2

= − i
π
, то

◦
ϕ(x) = − i

π
(p

1
sinx+ ip

1
cosx) =

= c(cosx− i sinx) = ce−ix, где c =
p

1

π
— произвольная постоянная.

Итак, ядро sin(x− y) в квадрате S = {0 6 x 6 2π, 0 6 y 6 2π} (то

же: оператор
2π∫
0

sin(x− y)ϕ(y)dy) имеет два простых характеристиче-

ских значения µ
1
и µ

2
. Числа λ

1
= 1/µ

1
= −πi и λ

2
= 1/µ

2
= πi явля-

ются собственными значениями. Им соответствуют собственые функ-
ции

◦
ϕ

1
(x) = eix и

◦
ϕ

2
(x) = e−ix.�

Пример 2.2.
Пусть K(x) — всюду определённая действительная функция одной

переменной, непрерывная, чётная, периодическая с периодом 2π. В
квадрате S = {−π 6 x 6 π, −π 6 y 6 π} зададим симметричное
разностное ядро K(x− y) = K(y − x). Уравнение (2.2) в этом случае
имеет вид
◦
ϕ(x)− µ

π∫
−π
K(x− y)

◦
ϕ(y)dy = 0, −π 6 x 6 π.

Рассмотрим задачу о нахождении характеристических значений ядра
K(x−y) ,их геометрических кратностей и отвечающих им собственных
функций.

Введём коэффициенты Фурье функции K(x):

cn =
1

π

π∫
−π
K(x) cosnxdx, n = 0, 1, 2, . . . и sn =

1

π

π∫
−π
K(x) sinnxdx = 0

в силу чётности функции K при всех n = 1, 2, . . . . Пользуясь 2π —
периодичностью функции K, найдём при всех n=0, 1, 2, . . . интегралы
π∫
−π
K(x− y) cosnydy =

x+π∫
x−π
K(t) cos(n(x− t))dt =

= πcn cosnx + πsn sinnx = πcn cosnx; и при n = 1, 2, . . . совершенно
аналогично
π∫
−π
K(x− y) sinnydy =

x+π∫
x−π
K(t) sin(n(x− t))dt =

= πcn sinnx− πsn cosnx = πcn sinnx.
Если все коэффициенты Фурье cn функции K(x) отличны от ну-

ля, то ядро K(x − y) имеет характеристические значения µn =
1

πcn
,

n = 0, 1, 2, . . . . При этом значению µ0 =
1

c
0
π

отвечает одна собствен-

ная функция
◦
ϕ

0
(x) ≡ 1, −π 6 x 6 π. А для всех натуральных n
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значению µn отвечают две линейно независимые собственные функ-
ции:

◦
ϕn,c(x) = cosnx,

◦
ϕn,s = sinnx. Других собственных функций в

случае, когда все cn 6= 0, быть не может, так как все вместе они об-
разуют замкнутую ( а, следовательно, полную) в L̃2[−π, π] систему
функций (см. [23], гл. 10, §3).

Если же, например, cn0
= 0, то cosn0x и sinn

0
x уже не будут соб-

ственными функциями, отвечающими какому–либо характеристиче-
скому значению. В этом случае cosn0x и sinn

0
x соответствуют соб-

ственному значению λ = 0, т.е. принадлежат множеству KerA. В главе
5 будет доказано, что если K ∈ L2(S) и A = A∗, то ϕ ∈ KerA в том,
и только в том случае, если для всех n функция ϕ ортогональна всем
собственным функциям

◦
ϕn, отвечающим характеристическим числам

µn.�
Сравним ядро K(x, y) уравнений (2.1) и (2.2) с ядром K(y, x) урав-

нений (2.3) и (2.4). Их называют сопряженными ядрами. Введем обо-
значение: K∗(x, y) = K(y, x); если K(x, y) — действительная функция,
то K∗(x, y) = K(y, x). Напомним определение сопряженного опера-
тора, действующего в конечномерном линейном пространстве. Пусть
H — конечномерное линейное пространство над полем C со скаляр-
ным произведением (такое пространство называют унитарным или
комплексным евклидовым). Пусть A — действующий в H линейный
оператор (обозначение: A ∈ L (H → H) ). Оператор A∗ ∈ L (H → H)
называют сопряжённым к оператору A , если для любых элементов ϕ
и ψ пространства H выполнено равенство

(Aϕ,ψ) = (ϕ,A∗ψ). (2.8)
Точно так же определяется сопряженный оператор и в бесконечномер-
ном пространстве H. Отметим, однако, что в конечномерном случае
автоматически выполнены равенства DomA = H и DomA∗ = H, а в
бесконечномерном случае надо еще проверить, будет ли оператор A∗
определен на всем пространстве; для интегральных операторов Фред-
гольма это выполнено. В качестве H сейчас рассматриваем простран-

ство L2[a, b] со скалярным произведением (ϕ, ψ) =
b∫
a

ϕ(x)ψ(x)dx. Про-

верим, что интегральный оператор A∗ в уравнениях (2.3) и (2.4) удо-
влетворяет равенству (2.8). Пусть ϕ и ψ — произвольные функции из
L2[a, b]. (Aϕ,ψ) =

=

b∫
a

( b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy
)
ψ(x) dx=

b∫
a

( b∫
a

K(x, y)ψ(x)dx
)
ϕ(y) dy .

(2.9)
В последнем равенстве в (2.9) применена теорема об изменении по-
рядка интегрирования в повторном интеграле. Если функции K(x, y),
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ϕ(y) и ψ(x) непрерывны, то это теорема из курса математического
анализа (см. [23], гл. 2, §3). Если же повторные интегралы в (2.9) надо
понимать в смысле Лебега, то речь идет о применении теоремы Фу-
бини∗, которая изучается в курсе функционального анализа (см. [24],
гл. 5, §6). Далее часто придётся пользоваться указанными теоремами
для изменения порядка интегрирования; не будем ссылаться на них
всякий раз при выполнении этой операции. В правой части равенства
(2.9) введем переобозначение: поменяем роли переменных x и y. Тогда

(Aϕ,ψ) =
b∫
a

( b∫
a

K(y, x)ψ(y)dy
)
ϕ(x)dx =

b∫
a

ϕ(x)
( b∫
a

K(y, x)ψ(y)dy
)
dx =

=
b∫
a

ϕ(x)
(
A∗ψ

)
(x)dx = (ϕ,A∗ψ).

Уравнения (2.1) и (2.3) называют сопряжёнными неоднородными
уравнениями. Свободные члены f и g в них могут быть любыми функ-
циями из L2[a, b]; f и g никак не связаны друг с другом. Уравнения
(2.2) и (2.4) называют сопряжёнными однородными уравнениями.
Введем еще одно важное понятие. Ядра K(x, y) и K(y, x) называют

союзными или транспонированными; обозначение: KT (x, y) = K(y, x).
Уравнение

ψ(x)− µ
b∫

a

K(y, x)ψ(y)dy = h(x) (2.10)

является аналогом уравнения (2.3), его называют союзным с уравне-
нием (2.1). В союзном ядре, в союзном уравнении нет операции ком-
плексного сопряжения. Если h(x) = g(x), а функция ψ(x) является
решением сопряжённого к (2.1) уравнения (2.3), то ψ(x) будет ре-
шением союзного с (2.1) уравнения (2.10). И наоброт. Точно так же
уравнение

◦
ψ(x)− µ

b∫
a

K(y, x)
◦
ψ(y)dy = 0 (2.11)

является аналогом уравнения (2.4), его называют союзным с урав-

нением (2.2). Если
◦
ψ(x) — решение сопряжённого к (2.2) уравнения

(2.4), то
◦
ψ(x) — решение союзного с (2.2) уравнения (2.11). И наобо-

рот.
Сформулируем теперь 4 теоремы, которые составляют содержание

теории Фредгольма.

∗ Фубини Гвидо (1879–1943) — итальянский математик.
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Теорема 2.1.

Оператор Фредгольма (Aϕ)(x)=
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy имеет либо конеч-

ное, либо счётное множество характеристических чисел {µn}. Если
этих чисел счётное множество, то µn −−−→

n→∞
∞

(то же: λn =
1

µn
−−−→
n→∞

0).�

Теорема 2.1 (другая формулировка).
В любой ограниченной области комплексной µ–плоскости содер-

жится не более чем конечное множество характеристических чисел
µn оператора Фредгольма.�

Теорема 2.2.
Если значение параметра µ правильное, то каждое из сопряжённых

неоднородных уравнений (2.1) и (2.3) имеет одно и только одно реше-
ние, каковы бы ни были функции f(x) и g(x), принадлежащие L2[a, b]
(в том числе и f(x) ≡ 0, и g(x) ≡ 0).�

Теорема 2.3.
Если значение параметра µ характеристическое, то сопряжённые

однородные уравнения (2.2) и (2.4) имеют одно и то же конечное
число линейно независимых решений.�

Теорема 2.3 (другая формулировка).
Если µ является характеристическим числом оператора A

(то же: ядра K(x, y)), то µ является характеристическим чис-
лом сопряжённого оператора A∗ (то же: сопряжённого ядра
K∗(x, y) = K(y, x)). Эти характеристические числа имеют одинако-
вые конечные ранги (т.е. каждому из них соответствует одно и то же
конечное число линейно независимых собственных функций).�

Теорема 2.4.
Чтобы неоднородное уравнение (2.1) имело решение, необходи-

мо и достаточно, чтобы его свободный член f(x) был ортогона-
лен к любому решению сопряжённого однородного уравнения (2.4):

(f,
◦
ψ) =

b∫
a

f(x)
◦
ψ(x)dx.�

Замечание 2.2.
У интегрального оператора Фредгольма может вовсе не оказаться

характеристических значений.�
Замечание 2.3.
В теореме 2.3 не утверждается, что отвечающие µ и µ системы соб-

ственных функций операторов A и A∗ совпадают.�
Замечание 2.4.
Теорема 2.4 имеет содержательный смысл, когда µ — характеристи-

ческое значение оператора A. Если значение µ правильное, то теорема
2.4. становится тривиальной: в этом случае уравнение (2.4) в силу тео-
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ремы 2.2 имеет только тривиальное решение
◦
ψ(x) ≡ 0. Поэтому для

любой функции f(x) будет (f,
◦
ψ) = 0. При этом по той же теореме 2.2

уравнение (2.1) разрешимо.
Если же значение µ характеристическое, то чтобы выяснить, разре-

шимо ли уравнение (2.1), надо выполнить конечное число проверок:

(f,
◦
ψj)

?
= 0, j = 1, . . . , r (здесь r — общий ранг характеристических

чисел µ и µ операторов A и A∗ соответственно, а
◦
ψj — линейно неза-

висимые собственные функции оператора A∗, отвечающие µ). Если

оказалось, что f ⊥
◦
ψj для всех этих собственных функций

◦
ψj, т.е.

f(x) ортогональна любому решению уравнения (2.4), то уравнение
(2.1) разрешимо и имеет бесконечное множество решений. Действи-
тельно: если ϕ(x) — решение уравнения (2.1), то его решением будет
и функция ϕ(x) +

◦
ϕ(x), где

◦
ϕ(x) — решение уравнения (2.2). А каж-

дое решение уравнения (2.2) имеет вид c
1

◦
ϕ1(x) + . . .+ cr

◦
ϕr(x) (здесь

◦
ϕj — линейно независимые собственные функции оператора A, отве-
чающие характеристическому числу µ, а cj — произвольные постоян-
ные). Ясно также, что любые два решения ϕ

1
(x) и ϕ2(x) уравнения

(2.1) отличаются на некоторое решение
◦
ϕ(x) уравнения (2.2): раз-

ность ϕ
1
(x)− ϕ

2
(x) удовлетворяет однородному уравнению (2.2).�

Замечание 2.5.
Из теорем Фредгольма вытекает утверждение, которое называют

альтернативой Фредгольма:
— либо неоднородное уравнение (2.1) и сопряженное к нему неод-

нородное уравнение (2.3) имеют единственные решения ϕ(x) и ψ(x),
каковы бы ни были их правые части f(x) и g(x) (случай правильного
µ);

— либо однородные уравнения (2.2) и (2.4) имеют нетривиаль-
ные решения, причём число линейно независимых решений конечно и
одинаково для обоих уравнений (2.2) и (2.4) (случай характеристи-
ческого µ).�

Основная цель данной главы — доказать теоремы Фредгольма
и изучить некоторые свойства возникающей при их доказательстве
функции, которую называют резольвентой Фредгольма. Доказатель-
ства будем обычно проводить для непрерывных ядер. Но незначитель-
ные изменения делают эти доказательства справедливыми и для фред-
гольмовых ядер, не обязательно непрерывных.

Контрпример 2.1.
В примере 1.7 было показано, что если a = −∞, b = +∞, то яд-

ро K(x, y) = e−|x−y| не является фредгольмовым. Убедимся, что для
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оператора (Aϕ)(x) =
+∞∫
−∞

e−|x−y|ϕ(y)dy, действующего в классе огра-

ниченных на (−∞,+∞) функций ϕ, не выполнена теорема 2.1. Пусть
α — любое действительное число. Вычислим интеграл (i — мнимая
единица):
+∞∫
−∞

e−|x−y|eiαydy =
x∫
−∞

ey−xeiαydy +
+∞∫
x

ex−yeiαydy =
2

α2 + 1
eiαx (про-

верьте!). Это значит, что однородное уравнение

◦
ϕ(x)− µ

+∞∫
−∞

e−|x−y|
◦
ϕ(y)dy = 0, −∞ < x < +∞,

имеет характеристические значения µ =
α2 + 1

2
для любого α ∈ R.

Каждое действительное число µ > 1
2 является характеристическим.

Значению µ = 1
2 отвечает ограниченная на (−∞,+∞) собствен-

ная функция
◦
ϕ(x) ≡ 1. Значению µ > 1

2 отвечают две ограничен-
ные собственные функции

◦
ϕ(x) = exp{±i

√
2µ− 1x} (или, что то

же самое, две действительные собственные функции cos(
√

2µ− 1x) и
sin(
√

2µ− 1x)). Ни одна из собственных функций, отвечающих µ > 1
2 ,

не принадлежит L2(−∞,+∞), т.к.
+∞∫
−∞
| ◦ϕ(x)|2dx = +∞.

Если тот же интегральный оператор A рассматривать как дей-
ствующий в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций
C2(−∞,+∞),то теорема 2.1 также не выполнена. В самом деле, при
µ 6= 0 продифференцируем два раза по x уравнение
◦
ϕ(x)− µ

(
e−x

x∫
−∞

ey
◦
ϕ(y) dy + ex

+∞∫
x

e−y
◦
ϕ(y) dy

)
= 0;

тогда получим обыкновенное дифференциальное уравнение
◦
ϕ
′′
(x) + (2µ − 1)

◦
ϕ(x) = 0 (проверьте!). Оно имеет линейно независи-

мые решения
◦
ϕ(x) = exp{±i

√
2µ− 1x} = exp{±

√
1− 2µx}, µ ∈ C,

µ 6= 1
2 ; при µ = 1

2 линейно независимыми решениями будут
◦
ϕ(x) ≡ 1 и

◦
ϕ(x) = x. Для одновременного существования интегралов

x∫
−∞

ey
◦
ϕ(y)dy

и
+∞∫
x

e−y
◦
ϕ(y)dy необходимо выполнение неравенства |Re

√
1− 2µ| < 1

(докажите, что это неравенство означает Reµ >
1

2
(Imµ)2). Рассмот-

рим только µ ∈ R. Тогда каждое значение 0 < µ < +∞ является
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характеристическим геометрической кратности 2: среди функций из
C2(−∞,+∞), не обязательно ограниченных, такому значению µ со-
ответствуют две собственные функции. Ни одна из этих собственных
функций не принадлежит L2(−∞,+∞).

Если тот же интегральный оператор A рассматривать как действу-
ющий лишь на функции из L2(−∞,+∞), то ни одно из значений
0 < µ < +∞ не является характеристическим.�

Контрпример 2.2.
Напомним известные из курса математического анализа значения

некоторых интегралов, зависящих от параметров x и α (их называют
интегралами Лапласа; см. [15], Т.3, n. 716). Для любого числа α > 0
выполнены следущие равенства:
+∞∫
0

cos(xy)e−αy dy=
α

x2 + α2
,

+∞∫
0

cos(xy)
α

y2 + α2
dy=

π

2
e−αx , где x > 0;

(2.12)
+∞∫
0

sin(xy)e−αy dy=
x

x2 + α2
,

+∞∫
0

sin(xy)
y

y2 + α2
dy=

π

2
e−αx , где x > 0;

(2.13)
Из (2.12)вытекает, что уравнение

◦
ϕ(x)− µ

+∞∫
0

Kc(x, y)
◦
ϕ(y)dy = 0, 0 6 x < +∞, (2.14)

с ядром Kc(x, y) =

√
2

π
cos(xy) имеет характеристическое значение

µ
1

= 1, которому отвечает бесконечно много собственных функций
◦
ϕ(x) =

√
π

2
e−αx +

α

x2 + α2
(α — любое положительное число), и ха-

рактеристическое значение µ
2

= −1, которому отвечает бесконечно

много собственных функций
◦
ϕ(x) =

√
π

2
e−αx − α

x2 + α2
(проверьте!).

Из (2.13) вытекает, что уравнение

◦
ϕ(x)− µ

+∞∫
0

Ks(x, y)
◦
ϕ(y)dy = 0, 0 < x < +∞, (2.15)

с ядром Ks(x, y) =

√
2

π
sin(xy) имеет характеристическое значение

µ
1

= 1, которому отвечает бесконечно много собственных функций
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◦
ϕ(x) =

√
π

2
e−αx +

x

x2 + α2
, и характеристическое значение µ

2
= −1,

которому отвечает бесконечно много собственных функций
◦
ϕ(x) =

√
π

2
e−αx − x

x2 + α2
(проверьте!).

Ядра уравнений (2.14) и (2.15) не являются фредгольмовыми.
Для этих уравнений не выполнена теорема 2.3 (в каком классе функ-
ций

◦
ϕ?)�

Уравнения Фредгольма представляют собой наиболее простой тип
интегральных уравнений. Для уравнений других видов (например, для
сингулярных уравнений, для некоторых уравнений типа свёртки) тео-
ремы Фредгольма могут нарушаться.

2.2. Ядро произведения интегральных операторов. Ите-
рированные ядра.

Рассмотрим последовательное применение нескольких интеграль-
ных операторов (произведение операторов) и возведение оператора в
натуральную степень. При выполнении этих операций снова будут по-
лучаться интегральные операторы; нас интересуют их ядра. В изуче-
нии произведений операторов и их ядер основную роль будет играть
теорема об изменении порядка интегрирования в повторном интеграле
и о равенстве кратного интеграла повторному интегралу.

Пусть определены интегральные операторы(Aϕ)(x)=
b∫
a

K(x, y)ϕ(y) dy

и (Bϕ)(x) =
b∫
a

L(x, y)ϕ(y) dy. Будем полагать, что их ядраK и Lфред-

гольмовы или даже непрерывны в замкнутом квадрате S. Ядра всех
рассматриваемых здесь интегральных операторов считаем заданны-
ми в одном и том же квадрате S. Построим оператор AB (сначала к
функции ϕ(x) применяем B, затем к функции (Bϕ)(t) применяем A):

(ABϕ)(x) = (A(Bϕ))(x) =
b∫
a

K(x, t)(Bϕ)(t) dt =

=
b∫
a

K(x, t)

(
b∫
a

L(t, y)ϕ(y) dy

)
dt =

b∫
a

(
b∫
a

K(x, t)L(t, y) dt

)
ϕ(y) dy.

Как видно, оператор AB тоже интегральный, а его ядро V выража-
ется через ядра операторов A и B:

(ABϕ)(x) =

b∫
a

V(x, y)ϕ(y) dy , V(x, y) =

b∫
a

K(x, t)L(t, y) dt . (2.16)
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Пусть имеется ещё интегральный оператор(Cϕ)(x)=
b∫
a

N(x, y)ϕ(y) dy;

о его ядре N предполагаем то же, что в отношении ядер K и L. Дока-
жем ассоциативность умножения операторов.

Утверждение 2.1.

(AB)C = A(BC). (2.17)

Доказательство.
По формуле (2.16) имеем для операторов B и C:

(BCϕ)(x) =
b∫
a

W(x, y)ϕ(y) dy, где W(x, y) =
b∫
a

L(x, t)N(t, y) dt.

Найдём выражение оператора (AB)C, изменяя порядок интегрирова-
ния по переменным y и τ , и переходя затем к двойному интегралу:

[(AB)Cϕ] (x)=
b∫
a

V(x, τ)(Cϕ)(τ) dτ=
b∫
a

V(x, τ)

(
b∫
a

N(τ, y)ϕ(y) dy

)
dτ=

=
b∫
a

[
b∫
a

V(x, τ)N(τ, y)dτ

]
ϕ(y) dy=

b∫
a

[
b∫
a

(
b∫
a

K(x, t)L(t, τ)dt

)
N(τ, y)dτ

]
ϕ(y)dy=

=
b∫
a

U(x, y)ϕ(y) dy, где U(x, y) =
b∫
a

b∫
a

K(x, t)L(t, τ)N(τ, y) dτ dt.

Точно так же найдём выражение оператора A(BC):

[A(BC)ϕ] (x) =
b∫
a

K(x, t) [(BC)ϕ] (t) dt =
b∫
a

K(x, t)

[
b∫
a

W(t, y)ϕ(y)dy

]
dt =

=
b∫
a

K(x, t)

[
b∫
a

(L(t, τ)N(τ, y)dτ)ϕ(y)

]
dt =

=
b∫
a

K(x, t)

[
b∫
a

(
b∫
a

L(t, τ)N(τ, y)dτ

)
ϕ(y) dy

]
dt =

b∫
a

[
b∫
a

b∫
a

K(x, t)L(t, τ)N(τ, y) dτ dt

]
ϕ(y) dy =

b∫
a

U(x, y)ϕ(y)dy. В силу

произвольности функции ϕ этим доказано равенство (2.17).�
Ассоциативность умножения интегральных операторов позволяет

писать ABC без скобок. Оказалось, что ABC — тоже интегральный
оператор с ядром U(x, y).

Замечание 2.6.

В общем случае
b∫
a

K(x, t)L(t, y) dt 6=
b∫
a

L(x, t)K(t, y) dt, поэтому, во-

обще, AB 6= BA (приведите пример!). Если для двух операторов спра-
ведливо равенство AB = BA, то говорят, что они коммутируют; это
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значит, что для любой функции ϕ из общей области определения опе-
раторов AB и BA выполнено равенство (AB)ϕ = (BA)ϕ (приведите
пример!).�

Замечание 2.7.
Ассоциативность умножения интегральных операторов позволяет

ввести натуральную степень An для любого n ∈ N. При этом для
каждого j = 1, . . . , n− 1 получаем An = AjAn−j.�

Натуральные степени An являются интегральными операторами;
найдём их ядра. Ядро K(x, y) оператора A для дальнейшего едино-
образия записей будем обозначать K1(x, y). Выбирая B = A в (2.16),
получим

(A2ϕ)(x) =
b∫
a

K2(x, y)ϕ(y) dy, где K2(x, y) =
b∫
a

K1(x, t)K1(t, y) dt.

Выбирая B = A2 в (2.16), получим

(A3ϕ)(x)=(AA2ϕ)(x)=
b∫
a

K3(x, y)ϕ(y) dy, где K3(x, y)=
b∫
a

K1(x, t)K2(t, y) dt.

Вообще, выбирая B=An−1 в (2.16), для каждого натурального n > 1
получим

(Anϕ)(x)=(AAn−1ϕ)(x)=
b∫
a

Kn(x, y)ϕ(y)dy, гдеKn(x, y)=
b∫
a

K1(x, t)Kn−1(t, y) dt.

Разумеется, записывая An = An−1A, точно так же можно получить

Kn(x, y) =
b∫
a

Kn−1(x, t)K1(t, y) dt.

Утверждение 2.2.
Для любого натурального n > 1 при каждом j = 1, . . . , n − 1 вы-

полнено равенство

Kn(x, y) =

b∫
a

Kj(x, t)Kn−j(t, y) dt . (2.18)

Доказательство следует из ассоциативности произведения инте-
гральных операторов.�

Определение 2.4.
Ядро Kn(x, y) оператора An называют n–ым итерированным ядром

по отношению к ядру K(x, y) оператора A.�
Итерированное ядро можно записать, например, в виде (n− 1) –

кратного интеграла

Kn(x, y) =

b∫
a

. . .

b∫
a

K(x, t1)K(t1, t2) . . .K(tn−1, y) dt1 . . . dtn−1 (2.19)
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или в виде других комбинаций повторных и кратных интегралов.
Пример 2.3.

a = 0, b = 1, K(x, y) = ex−y. Тогда K2(x, y) =
1∫
0

ex−tet−ydt = ex−y,

и т.д.: все итерированные ядра Kn(x, y) совпадают с исходным ядром
K(x, y). Это значит, что A2 = A и все An = A при n ∈ N. Такой
оператор A называют идемпотентным.

Проверим непосредственно: (Aϕ)(x) =
1∫
0

ex−yϕ(y)dy = p ex, где по-

стоянная p =
1∫
0

e−yϕ(y)dy определяется выбранной функцией ϕ. Тогда

(A2ϕ)(x) =
1∫
0

ex−y(Aϕ)(y)dy =
1∫
0

ex−yp eydy = p ex.�

Пример 2.4.

a = 0, b = 1, K(x, y) = xy. Тогда K2(x, y) =
1∫
0

(xt)(ty)dt =
xy

3
,

K3(x, y) =
1∫
0

(xt)
(ty

3

)
dt =

xy

32
, и вообще: Kn(x, y) =

xy

3n−1
. Проверьте

для этого ядра K формулы (2.18) и (2.19).�
Пример 2.5.
a = 0, b = π, K(x, y) = sinx · cosy. Такое ядро ортогонально самому

себе, т.е. K2(x, y) ≡ 0 в квадрате S. В самом деле:

K2(x, y) =
π∫
0

(
sinx cost

)(
sint cosy

)
dt = sinx cosy ·1

2

π∫
0

sin(2t) dt = 0. Оче-

видно, что Kn(x, y) ≡ 0 в S для всех натуральных n > 1. Это значит,
что A2 и все An являются нулевыми операторами при n > 1, n ∈ N.
Такой оператор A называют нильпотентным.

Проверим непосредственно: (Aϕ)(x) =
π∫
0

sinx cosy ϕ(y)dy = p sinx,

где постоянная p =
π∫
0

cosy ϕ(y)dy определяется выбранной функцией ϕ.

Тогда (A2ϕ)(x) =
π∫
0

sinx cosy(Aϕ)(y)dy = p sinx
π∫
0

cosy sinydy = 0, т.е.

A2 = 0.
Вообще, ядра K(x, y) и L(x, y) называют ортогональными, если вы-

полнены два условия:
b∫
a

K(x, t)L(t, y)dt ≡ 0 в квадрате S, т.е. AB = 0; и
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b∫
a

L(x, t)K(t, y)dt ≡ 0 в квадрате S, т.е. BA = 0.

ЯдраK(x, y) и L(x, y) называют полуортогональными, если выполнено

только одно из этих двух условий; в этом случае либо
{
AB = 0

BA 6= 0
, либо{

AB 6= 0

BA = 0
. (Приведите примеры!)�

Задача 2.1.

a = 0, b = 2π. Пусть числовой ряд
∞∑
j=1

cj абсолютно сходится.

K(x, y) =
∞∑
j=1

cj sin(jx) cos(jy). Докажите, что ядро K ортогонально

самому себе.
Решение. Абсолютно сходящиеся ряды можно перемножать

почленно, поэтому

K2(x, y) =
2π∫
0

(
∞∑
j=1

cj sin(jx) cos(jt)

)( ∞∑̀
=1

c` sin(`t) cos(`y)

)
dt =

=
2π∫
0

∞∑
j=1

∞∑̀
=1

cjc` sin(jx) cos(jt) sin(`t) cos(`y)dt.

По признаку Вейерштрасса∗ стоящий под знаком интеграла функ-
циональный ряд сходится равномерно в квадрате S. Поэтому его мож-
но проинтегрировать почленно по переменной t:

K2(x, y) =
∞∑
j=1

∞∑̀
=1

cjc` sin(jx) cos(`y) ·
2π∫
0

cos(jt) sin(`t)dt ≡ 0 в квадра-

те S, поскольку
2π∫
0

cos(jt) sin(`t)dt = 0 при всех натуральных j и `.�

Напомним, что в пространстве L2[a, b] введено скалярное произве-

дение (ϕ, ψ) =
b∫
a

ϕ(x)ψ(x)dx, и что оператору A соответствует сопря-

жённый оператор A∗.
Утверждение 2.3.
Для фредгольмовых интегральных операторов A и B выполнено

равенство
(AB)∗ = B∗A∗ . (2.20)

Доказательство.
Выберем произвольные функции ϕ(x) и ψ(x), принадлежащие

L2[a, b]. По определению сопряжённого оператора
(ABϕ,ψ)=(ϕ, (AB)∗ψ) и (ABϕ,ψ)=(Bϕ,A∗ψ)=(ϕ,B∗A∗ψ). Отсюда

∗Вейерштрасс Карл Теодор Вильгельм (1815-1897) — немецкий математик.
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(ϕ, [(AB)∗ −B∗A∗]ψ) = 0. Для выбранной функции ψ(x) введём обо-
значение ω(x) = {[(AB)∗ −B∗A∗]ψ} (x). Оказалось, что ω ⊥ ϕ для
любой функции ϕ ∈ L2[a, b]. В частности, можно выбрать ϕ = ω;

тогда (ω, ω) =
b∫
a

ω(x)ω(x)dx =
b∫
a

|ω(x)|2dx = 0. Отсюда следует,

что ω является нулевым элементом в L2[a, b] (ω(x) ≡ 0 на [a, b], ес-
ли функция ω непрерывна). Итак, для любой функции ψ ∈ L2[a, b]
функция {[(AB)∗ −B∗A∗]ψ} (x) является нулевым элементом, т.е.
(AB)∗ −B∗A∗ = 0.�

Следствие 2.1.
(An)∗ = (A∗)n для любого n ∈ N. Поэтому (Kn(x, y))∗ = (K∗(x, y))n,

т.е. ядро, сопряжённое к n–му итерированному ядру, является n–ым
итерированным ядром для сопряжённого ядра. �

Утверждение 2.4.
Пусть µ — характеристическое значение ядра K(x, y) (т.е. операто-

ра A), а
◦
ϕ(x) — соответствующая ему собственная функция. Тогда µn

и
◦
ϕ(x) будут характеристическим значением и соответствующей ему

собственной функцией итерированного ядра Kn(x, y) (т.е. оператора
An) при всех n ∈ N.

Доказательство.
Уравнение (2.2) запишем в операторном виде:

◦
ϕ = µA

◦
ϕ. К обеим

его частям применим оператор A и умножим полученное равенство
на µ: µA

◦
ϕ = µ2A2 ◦ϕ. В силу (2.2) имеем

◦
ϕ = µ2A2 ◦ϕ. Индукция по n

даёт
◦
ϕ = µnAn

◦
ϕ при всех n ∈ N.�

Задача 2.2.
Проведите доказательство утверждения 2.4 в терминах интеграль-

ных уравнений и итерированных ядер.�
Утверждение 2.5.
Если ядра K(x, y) и L(x, y) интегральных операторов A и B непре-

рывны в замкнутом квадрате S, то и ядра интегральных операторов
AB и BA непрерывны в S.

Доказательство следует из формулы для ядра произведения ин-
тегральных операторов.�

Следствие 2.2.
Если ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате S, то при

каждом n ∈ N итерированное ядро Kn(x, y) тоже непрерывно
в S. Если при этом M = max

S
|K(x, y)|, то справедлива оценка

|Kn(x, y)| 6Mn(b− a)n−1.
Доказательство следует из формулы (2.19).�
Следствие 2.3.
Если ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате S, а функция

f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то при каждом n ∈ N функция
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(Anf)(x) тоже непрерывна на [a, b].
Доказательство следует из непрерывности ядер Kn(x, y).�
Утверждение 2.6.
Если ядро K(x, y) фредгольмово в квадрате S, а функция

f ∈ L2[a, b], то и функция Af ∈ L2[a, b].
Доказательство.
При фиксированном x запишем неравенство Коши–Буняковского∗

для функций, зависящих от y (x рассматриваем как параметр):

|(Af)(x)|=

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣∣6
 b∫

a

|K(x, y)|2dy


1
2

·

 b∫
a

|f(y)|2dy


1
2

. (2.21)

Обе части неравенства (2.21) возведём в квадрат и проинтегрируем
по x на отрезке [a, b]:

‖Af‖2L2[a,b] =
b∫
a

∣∣∣∣∣ b∫a K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣
2

dx 6 P 2
K ·‖f‖

2
L2[a,b],

где P 2
K =

b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dx dy < ∞. Отсюда если ‖f‖L2[a,b] < ∞, то и

‖Af‖L2[a,b] <∞.�
Замечание 2.8.

Существование интегралов
b∫
a

|K(x, y)|2dy,
b∫
a

K(x, y)f(y)dy и

b∫
a

∣∣∣∣∣ b∫a K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣
2

dx в смысле Лебега в доказательстве утверждения

2.6 требует обоснования при помощи теорем функционального анали-
за. Из условий утверждения 2.6 следует, что первые два из указанных
интегралов, зависящие от параметра x, существуют при почти всех
x ∈ [a, b], т.е. всюду на [a, b], кроме, быть может, множества точек x,
мера Лебега которого равна нулю.�

Утверждение 2.7.
Если интегральные операторы A и B фредгольмовы (т.е. их ядра

K(x, y) и L(x, y) являются функциями класса L2(S), и операторы A
и B действуют в пространстве L2[a, b]), то операторы AB и BA тоже
фредгольмовы. При этом справедливы неравенства

PAB 6 PA ·PB и PBA 6 PA ·PB. (2.22)

(В неравенствах (2.22) вместо принятых ранее обозначений PK, PL
использованы обозначения PA, PB и т.д.)

∗Буняковский Виктор Яковлевич (1804–1889) — русский математик.
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Доказательство основано на применении неравенства Коши–
Буняковского.�

Следствие 2.4.
Если интегральный оператор A фредгольмов, то при каждом n ∈ N

оператор An тоже фредгольмов (т.е. если ядро K(x, y) оператора A
фредгольмово, то итерированное ядро Kn(x, y) тоже фредгольмово).
При этом PKn 6 (PK)n.�

2.3. Построение решения интегрального уравнения Фред-
гольма 2–го рода методом последовательных прибли-
жений. Понятие о резольвенте Фредгольма.

2.3.1. Метод последовательных приближений в C[a, b] и
в L2[a, b].

Построим последовательность функций, приближающих на отрезке
[a, b] решение ϕ уравнения (2.1). В качестве начального приближения
возьмём функцию ϕ

0
(x) = f(x); приближения к решению будем стро-

ить по рекуррентной формуле

ϕm(x) = f(x) +µ

b∫
a

K(x, y)ϕm−1(y)dy, a 6 x 6 b, m ∈ N . (2.23)

Коротко: решение уравнения ϕ = f + µAϕ приближаем итерациями
ϕm = f + µAϕm−1, ϕ0

= f .
Теорема 2.5.
Пусть в уравнении (2.1) ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом

квадрате S, и M = max
S
|K(x, y)|. Пусть функция f(x) непрерывна

на отрезке [a, b]. Если M 6= 0 (т.е. A 6= 0), и

|µ| < 1

M(b− a)
, (2.24)

то непрерывное на [a, b] решение ϕ(x) уравнения (2.1) существует,
непрерывное решение единственно, последовательные приближения
ϕm(x) равномерно на [a, b] сходятся к ϕ(x) при m→ +∞.

Доказательство.
Последовательно применяя рекуррентную формулу (2.23) и учи-

тывая выбор начального приближения, запишем ϕm в явном виде:
ϕm = f+µAϕm−1 = f+µA(f+µAϕm−2) = f+µAf+µ2A2ϕm−2 = . . . =
= f + µAf + µ2A2f + . . .+ µmAmf .
Тем самым функция ϕm(x) является m–ой частичной суммой
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функционального ряда

∞∑
n=0

µn(Anf)(x) = f(x) +

∞∑
n=1

µn
b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy, (2.25)

где A0 = E — тождественный оператор. Ряд (2.25) называют рядом
Неймана∗. Оценим общий член этого ряда при n > 1, учитывая след-
ствие 2.2:∣∣∣∣∣µn b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣ 6 |µ|n b∫
a

|Kn(x, y)| |f(y)|dy 6

6 |µ|nMn(b− a)n−1Mf (b− a), где Mf = max
[a,b]
|f(y)| = ‖f‖C[a,b]. Функ-

циональный ряд (2.25) мажорируется числовым рядом

Mf

∞∑
n=0

|µ|nMn(b− a)n. (2.26)

Если значение параметра µ удовлетворяет неравенству (2.24), то чис-
ловой ряд (2.26) сходится, поскольку представляет собой сумму чле-
нов бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменате-
лем |µ|M(b− a) < 1. Тогда по признаку Вейерштрасса функциональ-
ный ряд (2.25) сходится абсолютно и равномерно на [a, b].

Если функция f(x) непрерывна на [a, b], то при каждом натураль-
ном n функция (Anf)(x) тоже непрерывна на [a, b], т.к. ядро K опе-
ратора A непрерывно, и по следствию 2.2 все итерированные ядра
Kn непрерывны. Все члены равномерно сходящегося функционально-
го ряда (2.25) суть непрерывные функции, поэтому и его сумма ϕ(x) —
непрерывная функция. Итак, {ϕm(x)} ⇒

m→∞
ϕ(x) на [a, b], ϕ ∈ C[a, b].

В аргументах ϕm и ϕ заменим x на y; тогда при каждом x ∈ [a, b]
{K(x, y)ϕm(y)} ⇒

m→∞
K(x, y)ϕ(y) по переменной y на [a, b]. Поэтому

в формуле (2.23) можно перейти к пределу при m → ∞, вычисляя

этот предел под знаком интеграла: ϕ(x) = f(x) + µ
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy,

a 6 x 6 b. Этим доказано, что ϕ(x) — решение уравнения (2.1).
Докажем, что уравнение (2.1) не имеет других непрерывных

решений. Предположим, что функция θ(x) является непрерыв-
ным решением уравнения (2.1) на отрезке [a, b]. Тогда функция
ω(x) = ϕ(x) − θ(x) удовлетворяет однородному уравнению (2.2):

ω(x) = µ
b∫
a

K(x, y)ω(y)dy. Если ω(x) 6≡ 0, то

∗Нейман Карл Готфрид (1832–1925) — немецкий математик.
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max
[a,b]
|ω(x)| = |µ|max

[a,b]
|

∣∣∣∣∣ b∫a K(x, y)ω(y)dy

∣∣∣∣∣ 6 |µ|M(b − a) max
[a,b]
|ω(x)| <

< max
[a,b]
|ω(x)| — противоречие.�

Задача 2.3.
Докажите, что lim

m→∞
ϕm(x) при выполнении условий теоремы 2.5

не зависит от выбора начального приближения: в качестве ϕ
0
можно

взять произвольную непрерывную функцию. (Это еще раз доказывает
единственность непрерывного решения ϕ.)�

Замечание 2.9.
Теорема 2.5 не утверждает, что уравнение (2.1) не может иметь

других, разрывных решений.�
Рассмотрим вопросы о существовании и о единственности решения

уравнения (2.1) в более широком, чем C[a, b], классе функций L2[a, b].
Утверждение 2.8.
Если ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате S, а функция

ϕ ∈ L2[a, b], то функция Aϕ непрерывна на [a, b].
Доказательство.
Фиксируем произвольную точку x

0
∈ [a, b]. Функция K(x, y),

непрерывная в замкнутом квадрате S, равномерно непрерывна в
S. Поэтому для любого ε > 0 найдется такое δ(ε) > 0, что для
всех x, удовлетворяющих неравенству |x − x

0
| < δ, будет выполнено

неравенство |K(x, y)−K(x
0
, y)| < ε сразу для всех y ∈ [a, b]. Отсюда

получаем неравенство

|(Aϕ)(x)− (Aϕ)(x
0
)| =

∣∣∣∣∣ b∫a (K(x, y)−K(x
0
, y))ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣ < ε
b∫
a

|ϕ(y)|dy 6

6 ε(b − a)
1
2

(
b∫
a

|ϕ(y)|2dy

)1
2

; поскольку

(
b∫
a

|ϕ(y)|2dy

)1
2

< ∞, то из

этого неравенства и следует непрерывность функции Aϕ в точке
x

0
. (Последняя оценка является применением неравенства Коши–

Буняковского для функций |ϕ(y)| и 1, которое означает, что если

ϕ ∈ L2[a, b], то
b∫
a

|ϕ(y)|dy < ∞, т.е. ϕ ∈ L1[a, b]. Здесь важна

конечность меры Лебега отрезка [a, b].)�
Замечание 2.10.
Из утверждения 2.8 следует, что если при непрерывных K и f ис-

кать решение уравнения (2.1) в классе функций L2[a, b], то таким ре-
шением может быть только непрерывная функция. Действительно, ес-
ли решение ϕ ∈ L2[a, b], то из уравнения ϕ = f + µAϕ, в котором f и
Af непрерывны, следует непрерывность ϕ.�

Замечание 2.11.
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Можно попытаться ослабить условия теоремы 2.5, из которых сле-
довала сходимость ряда Неймана (2.25). Например, можно потребо-
вать, чтобы ядро K было фредгольмовым (не обязательно непрерыв-

ным): P 2 =
b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy < ∞, а вместо условия (2.24) потре-

бовать выполнения неравенства |µ| < 1

P
. Оказывается, что в этом

случае ряд (2.25) будет сходиться в среднем квадратическом на [a, b],
но не обязательно равномерно. Пользуясь сходимостью ряда (2.25) в
среднем квадратическом, можно доказать, что при любом свободном
члене f ∈ L2[a, b] уравнение (2.1) имеет единственное решение в клас-
се функций L2[a, b], теперь уже не обязательно непрерывное (см. [4],
гл. 1, §2; [2], гл. 1, п. 25).

Чтобы получить всё же равномерную на [a, b] сходимость ряда
(2.25), вместе с фредгольмовостью ядра K подчиним его в следую-
щей теореме дополнительному условию.�

Теорема 2.6.
Пусть в уравнении (2.1) ядро K(x, y) фредгольмово и удовлетво-

ряет условию

sup
x∈[a,b]

b∫
a

|K(x, y)|2dy <∞ . (2.27)

Пусть функция f ∈ L2[a, b]. Если P 6= 0 (т.е. A 6= 0), и

|µ| < 1

P
, (2.28)

то последовательные приближения (2.23) сходятся равномерно на от-
резке [a, b], предел этих последовательных приближений ϕ ∈ L2[a, b]
и является решением уравнения (2.1), в классе функций L2[a, b] это
решение единственно.

Доказательство.
По следствию 2.4 для фредгольмова ядра K(x, y) все его итериро-

ванные ядра Kn(x, y) также фредгольмовы; тогда по утверждению 2.6
если f ∈ L2[a, b], то Anf ∈ L2[a, b] при всех n ∈ N. Поэтому методом
последовательных приближений сейчас строим функции ϕm ∈ L2[a, b].

Оценим общий член ряда Неймана (2.25) при n > 1 в условиях
данной теоремы. Подобно (2.21) при фиксированном x запишем нера-
венство Коши–Буняковского для функций, зависящих от y (x рассмат-
риваем как параметр):∣∣∣∣∣∣

b∫
a

Kn(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣∣ 6
 b∫

a

|Kn(x, y)|2dy


1
2

·

 b∫
a

|f(y)|2dy


1
2

. (2.29)
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Для n > 1 запишем Kn(x, y) по формуле (2.18) при j = n − 1 и
применим неравенство Коши–Буняковского для функций, зависящих
от t (x и y рассматриваем как параметры):

|Kn(x, y)|2 =

∣∣∣∣∣ b∫a Kn−1(x, t)K(t, y)dt

∣∣∣∣∣
2

6
b∫
a

|Kn−1(x, t)|2 dt·
b∫
a

|K(t, y)|2 dt.

Проинтегрируем последнее неравенство по y на отрезке [a, b] и за-
меним повторный интеграл двойным; тогда, вводя обозначение

Cn = sup
x∈[a,b]

b∫
a

|Kn(x, y)|2dy, получим

b∫
a

|Kn(x, y)|2dy 6
b∫
a

|Kn−1(x, t)|2dt ·
b∫
a

b∫
a

|K(t, y)|2dtdy 6 Cn−1P
2.

Вычисляя точную верхнюю грань по x ∈ [a, b] в левой части этого
неравенства, приходим к рекуррентному неравенству Cn 6 P 2Cn−1.
Отсюда следует оценка Cn 6 P 2n−2C1 (Докажите! То, что все
Cn < ∞, следует из условия (2.27) и полученной оценки). Теперь,
возводя обе части неравенства (2.29) в квадрат, имеем

|(Anf)(x)|2 =

∣∣∣∣∣ b∫a Kn(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣
2

6 Cn‖f‖2L2[a,b] 6 P 2n−2C1‖f‖2L2[a,b];

для n = 1 такое неравенство выполнено в силу (2.27). Итак, при всех
n > 1 получена оценка модулей членов ряда (2.25):

|µn(Anf)(x)| 6 |µ|nPnC
1
2

1‖f‖L2[a,b] ·
1

P
= const · (P |µ|)n; ряд (2.25)

мажорируется суммой членов геометрической прогресии со знамена-
телем P |µ| < 1 согласно условию (2.28).

По признаку Вейерштрасса ряд (2.25) равномерно сходится на от-
резке [a, b], т.е. функциональная последовательность {ϕ

m
(x)} равно-

мерно на [a, b] сходится к некоторой функции ϕ(x). Эта предельная
функция является решением уравнения (2.1): в рекуррентной фор-
муле (2.23) можно перейти к пределу при m −→ +∞ под знаком
интеграла. В самом деле, по неравенству Коши–Буняковского (при
фиксированном x) имеем∣∣∣∣∣ b∫a K(x, y)ϕ

m
(y)dy −

b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣ 6 b∫
a

|K(x, y)| |ϕ
m

(y)− ϕ(y)| dy 6

6

(
b∫
a

|K(x, y)|2dy

) 1
2

·

(
b∫
a

|ϕ
m

(y)− ϕ(y)|2dy

) 1
2

6

6 C
1
2

1 sup
[a,b]
|ϕ

m
(y)− ϕ(y)|(b− a)

1
2 −→
m→∞

0.

Из равномерной сходимости {ϕ
m
} к ϕ следует сходимость {ϕ

m
} к ϕ в

среднем квадратическом, и тогда в силу полноты пространства L2[a, b]
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получаем ϕ ∈ L2[a, b].
Докажем, что уравнение (2.1) не имеет других решений в L2[a, b].

Предположим, что функция θ(x) является решением уравнения (2.1),
θ ∈ L2[a, b]. Тогда функция ω(x) = ϕ(x) − θ(x) удовлетворяет одно-

родному уравнению (2.2): ω(x) = µ
b∫
a

K(x, y)ω(y)dy. По неравенству

Коши–Буняковского (при фиксированном x) имеем

|ω(x)|2 = |µ|2

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

K(x, y)ω(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

6 |µ|2
b∫

a

|K(x, y)|2dy · ‖ω‖2L2[a,b]. (2.30)

Интегрируя обе части неравенства (2.30) по x на [a, b] и заменяя
повторный интеграл двойным, получаем ‖ω‖2L2[a,b] 6 |µ|

2P 2‖ω‖2L2[a,b],
т.е.

(
1− P 2|µ|2

)
‖ω‖2L2[a,b] 6 0. Отсюда ‖ω‖L2[a,b] = 0 в силу условия

(2.28). Но это значит, что ω — нулевой элемент пространства L2[a, b].�
Пример 2.6.
a = 0, b = 1, µ = 1, K(x, y) = xy2, f(x) ≡ 1. Для данного яд-

ра P =
1√
15

; ядро K фредгольмово и даже непрерывно в квадрате

S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}, M = 1. Но применить теорему 2.5 к урав-

нению ϕ(x) −
1∫
0

xy2ϕ(y)dy = 1 нельзя: условие (2.24) не выполнено.

Условия (2.27) и (2.28) выполнены, поэтому теорема 2.6 применима.
Согласно замечанию 2.10 решение ϕ непрерывно. Постройте последо-
вательные приближения {ϕ

m
} и найдите решение интегрального урав-

нения ϕ = lim
m→∞

ϕ
m
. Подставляя функцию ϕ в уравнение, убедитесь,

что получено его решение.
Очевидно, что в данном примере решение ϕ можно искать другим

способом — в виде ϕ(x) = 1 + px где p =
1∫
0

y2ϕ(y)dy = const. Подстав-

ляя ϕ в уравнение, найдите p.�
Пример 2.7.

a = 0, b = 1, µ =
1

2
, K(x, y) = xy, f(x) =

5

6
x. Данное ядро непре-

рывно в квадрате S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}, M = 1. Условие (2.24)
выполнено, теорема 2.5 применима. В качестве начального приближе-
ния выберем ϕ

0
(x) ≡ 0 (см. замечание 2.3). Постройте последователь-

ные приближения {ϕ
m
} и найдите решение ϕ = lim

m→∞
ϕ
m
интегрального

уравнения ϕ(x)− 1

2

1∫
0

xyϕ(y)dy =
5

6
x. Выберите другое начальное при-

ближение ϕ
0
(x) = x и постройте {ϕ

m
}.
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Найдите решение ϕ другим способом — в виде ϕ(x) =
5

6
x+

p

2
x где

p =
1∫
0

yϕ(y)dy = const.�

Контрпример 2.3.
Условия теорем 2.5 и 2.6 не являются необходимыми для существо-

вания и единственности решения уравнения (2.1) в выбранных клас-

сах функций. Так, для уравнения ϕ(x) −
1∫
0

(x + y)ϕ(y)dy =
x

2
− 1

3
,

0 6 x 6 1, не выполнены ни условие (2.24), ни условие (2.28)
(
µ = 1,

M = 2, P =

√
7

6

)
. Однако, уравнение имеет единственное непрерыв-

ное решение ϕ(x) = x (проверьте!).�
Замечание 2.12.
Если функцию f считать фиксированной, то можно ввести отобра-

жение B, зависящее от параметра µ: Bϕ = µAϕ+ f . Решение уравне-
ния ϕ = Bϕ называют неподвижной точкой отображения B. В теоре-
ме 2.5 доказано, что при выполнении условия (2.24) отображение B
имеет в пространстве C[a, b] единственную неподвижную точку. В тео-
реме 2.6 доказано, что при выполнении условия (2.28) отображение B
имеет в пространстве L2[a, b] единственную неподвижную точку.

Многие математические задачи можно свести к поиску неподвиж-
ных точек некоторого отображения, вообще говоря — нелинейного.
Среди теорем о неподвижных точках наиболее простой и чаще все-
го применяемой является теорема, называемая принципом сжимаю-
щих отображений. Чтобы сформулировать эту теорему, напомним, что
метрическое пространство Φ — это множество, в котором определе-
но расстояние ρ(ϕ, η) между любыми его элементами ϕ и η. Нали-
чие расстояния во множестве Φ позволяет ввести в Φ понятие фун-
даментальной последовательности его элементов {ϕ

m
} и понятие схо-

димости последовательности {ϕ
m
} к элементу ϕ. Если всякая фун-

даментальная в Φ последовательность имеет принадлежащий Φ пре-
дел, то такое метрическое пространсво Φ называют полным. Примера-
ми полных метрических пространств являются C[a, b] с расстоянием
ρ(ϕ, η) = ‖ϕ − η‖C[a,b] и L2[a, b] с расстоянием ρ(ϕ, η) = ‖ϕ − η‖L2[a,b].
Отображение B : Φ → Φ называют сжимающим, если существует та-
кое число α, 0 6 α < 1, что для любых двух элементов ϕ и η выполнено
неравенство ρ(Bϕ,Bη) 6 αρ(ϕ, η). Принцип сжимающих отображений
утверждает, что если сжимающее отображение B : Φ → Φ действует
в полном метрическом пространстве Φ, то оно имеет в нём неподвиж-
ную точку, и притом единственную; в этом случае последовательность
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{ϕ
m
} метода последовательных приближений∗ ϕ

m
= Bϕ

m−1
сходится к

неподвижной точке при любом начальном приближении ϕ
0
. Принцип

сжимающих отображений применяют для доказательства существо-
вания и единственности решений различных интегральных уравнений
(как линейных, так и нелинейных) и для построения приближений к
решению. Подробно эти вопросы изучаются в курсе функционального
анализа.

В условиях теоремы 2.5 отображение B действует в
пространстве C[a, b], и для него справедливо неравенство
‖Bϕ − Bη‖C[a,b] 6 |µ|M(b − a)‖ϕ − η‖C[a,b] (докажите!). Если µ
удовлетворяет условию (2.24), то B — сжимающее отображение.

В условиях теоремы 2.6 отображение B действует в
пространстве L2[a, b], и для него справедливо неравенство
‖Bϕ − Bη‖L2[a,b] 6 |µ|P‖ϕ − η‖L2[a,b] (докажите!); условие (2.27)
для этого не требуется. Если µ удовлетворяет неравенству (2.28), то
B — сжимающее отображение; в этом случае последовательные при-
ближения {ϕ

m
} сходятся к неподвижной точке ϕ в смысле расстояния

в L2[a, b]. Если же выполнено и условие (2.27), то последовательность
{ϕ

m
} сходится к ϕ равномерно на [a, b]; можно доказать, что при

выполнении (2.27) из ограниченности свободного члена f в уравнении
(2.1) следует ограниченность его решения (см. [14], гл. 2,§1).
Принцип сжимающих отображений не является необходимым усло-

вием существования или единственности неподвижной точки.�
Замечание 2.13.
Из теоремы 2.5 следует, что для решения ϕ уравнения (2.1) выпол-

нено неравенство ‖ϕ‖C[a,b] 6 (1 − |µ|M(b − a))−1‖f‖C[a,b] (докажите!).
Этим доказано, что для комплексных µ из круга (2.24) существует
обратный оператор (E − µA)−1, и что этот обратный оператор непре-
рывен как действующий из C[a, b] в C[a, b] (определение непрерывного
оператора см. в главе 4).

Из теоремы 2.6 следует, что для решения ϕ уравнения (2.1) выпол-
нено неравенство ‖ϕ‖L2[a,b] 6 (1 − |µ|P )−1‖f‖L2[a,b] (докажите!). Этим
доказано, что для комплексных µ из круга (2.28) существует обрат-
ный оператор (E − µA)−1, и что этот обратный оператор непрерывен
как действующий из L2[a, b] в L2[a, b].�

Замечание 2.14.
Если в теореме 2.5 (в теореме 2.6) положить f(x) ≡ 0 (f = 0 — нуле-

вой элемент в L2[a, b]), то получим однородное уравнение (2.2). Из до-
казанной в этих теоремах единственности решения ϕ(x) ≡ 0 (ϕ = 0 —
нулевой элемент в L2[a, b]) следует, что внутри круга (2.24) (внутри
круга (2.28)) все значения µ ∈ C правильные.�

∗ Общую форму методу последовательных приближений придал Пикар.
Пикар Шарль Эмиль (1856–1941) — французский математик.
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2.3.2. Понятие о резольвенте Фредгольма.

Ядру K(x, y) поставим в соответствие функцию Γ(x, y;µ), которая
позволит построить интегральное представление решения уравнения
(2.1). Пусть для определённости ядро K непрерывно в замкнутом
квадрате S. Тогда по следствию 2.2 все итерированные ядра Kn непре-
рывны в S, и справедливы неравенства |Kn(x, y)| 6 Mn(b − a)n−1,
M = max

S
|K(x, y)|. Будем рассматривать пока лишь значения пара-

метра µ, удовлетворяющие условию (2.24). Тогда функциональный
ряд

Γ(x, y;µ) =

∞∑
n=1

µn−1Kn(x, y) (2.31)

мажорируется сходящимся числовым рядом M
∞∑
n=1

(|µ|M(b− a))n−1 —

суммой членов геометрической прогресии со знаменателем
|µ|M(b − a) < 1. При фиксированном µ из круга (2.24) ряд
(2.31) сходится по признаку Вейерштрасса абсолютно и равномерно
на S, поэтому его сумма Γ(x, y;µ) является непрерывной на S
функцией переменных x, y. Если же фиксировать точку (x, y) ∈ S,
то (2.31) будет степенным рядом по степеням переменной µ ∈ C,
сходящимся в круге (2.24); поэтому его сумма Γ(x, y;µ) в этом круге
является голоморфной (аналитической) функцией переменной µ.
Функцию Γ(x, y;µ) называют резольвентой Фредгольма.

Умножим (2.31) на непрерывную функцию f(y) и проинтегрируем
по переменной y на [a, b]; равномерно сходящийся ряд можно интегри-
ровать почленно:

b∫
a

Γ(x, y;µ)f(y)dy =

∞∑
n=1

µn−1

b∫
a

Kn(x, y)f(y)dy. (2.32)

Сравнивая (2.32) с рядом Неймана (2.25), дающим решение ϕ(x)
уравнения (2.1) получаем интегральное представление решения

ϕ(x) = f(x) + µ

b∫
a

Γ(x, y;µ)f(y)dy. (2.33)

Формула (2.33) обоснована пока лишь для значений µ из круга (2.24);
ещё не ясно, будет ли она справедлива при других µ.

Определение 2.5.
Говорят, что при данном µ ∈ C интегральное уравнение (2.1) имеет

резольвенту Γ(x, y;µ), если это уравнение при любом свободном члене
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f(x) из выбранного класса функций имеет решение, и притом един-
стенное, и если это решение даётся формулой (2.33).�

Утверждение 2.9.
Если при данном µ резольвента Фредгольма существует, то она

единственна.
Доказательство.
Пусть при фиксированном µ 6= 0 имеются две резольвенты Γ(x, y;µ)

и Γ̃(x, y;µ). Поскольку при данном µ уравнение (2.1) имеет единствен-
ное решение, любая непрерывная функция f(x) удовлетворяет тожде-

ству f(x) + µ
b∫
a

Γ(x, y;µ)f(y)dy ≡ f(x) + µ
b∫
a

Γ̃(x, y;µ)f(y)dy по пере-

менной x на [a, b]. Введём обозначение ω(x, y) = Γ(x, y;µ)− Γ̃(x, y;µ);
тогда для любой непрерывной функции f(x) на [a, b] выполнено

тождество
b∫
a

ω(x, y)f(y)dy ≡ 0. Фиксируем x ∈ [a, b] и положим

f(y) = ω(x, y). Тогда
b∫
a

|ω(x, y)|2dy = 0. Следовательно, при выбран-

ном x выполнено тождество ω(x, y) ≡ 0 по переменной y на [a, b]. В
силу произвольности x это тождество справедливо в квадрате S.�

Пример 2.8.

Для уравнения ϕ(x) − µ
1∫
0

xyϕ(y)dy = f(x), 0 6 x 6 1, в при-

мере 2.4 построены итерированные ядра Kn(x, y) =
xy

3n−1
. Для ядра

K(x, y) = xy этого уравнения M = 1, поэтому определяющий резоль-
венту ряд (2.31) заведомо сходится при |µ| < 1. Но этот ряд есть сумма

членов геометрической прогрессии: Γ(x, y;µ) =
∞∑
n=1

µn−1 xy

3n−1
=

3xy

3− µ
;

он сходится в более широком круге |µ| < 3. Согласно (2.33) реше-

ние уравнения имеет вид ϕ(x) = f(x) + µ
1∫
0

3xy

3− µ
f(y)dy (проверьте,

подставив в уравнение!). Отсюда видно, что решение интегрального
уравнения существует и единственно при всех комплексных µ 6= 3, а
не только при |µ| < 1, и не только при |µ| < 3. Точка µ = 3 является
полюсом аналитической по переменной µ функции Γ(x, y;µ) (для всех
(x, y) ∈ S, кроме вершины квадрата x = y = 0).

Для данного ядра K найдите величину P и примените теорему 2.6;
при каких µ эта теорема гарантирует сходимость ряда (2.32)?�

Пример 2.9.

Для уравнения ϕ(x) − µ
1∫
0

ex−yϕ(y)dy = f(x), 0 6 x 6 1,
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в примере 2.3 найдены итерированные ядра Kn(x, y) = ex−y.
Для ядра K(x, y) = ex−y этого уравнения M = e, поэто-
му определяющий резольвенту ряд (2.31) заведомо сходится при
|µ| < e−1. Но этот ряд есть сумма членов геометрической прогрес-

сии: Γ(x, y;µ) =
∞∑
n=1

µn−1 ·ex−y =
ex−y

1− µ
; он сходится в более широ-

ком круге |µ| < 1. Согласно (2.33) решение уравнения имеет вид

ϕ(x) = f(x) + µ
1∫
0

ex−y

1− µ
f(y)dy (проверьте, подставив в уравнение!).

Отсюда видно, что решение интегрального уравнения существует и
единственно при всех комплексных µ 6= 1, а не только при |µ| < e−1, и
не только при |µ| < 1. Точка µ = 1 является полюсом аналитической
по переменной µ функции Γ(x, y;µ) для всех (x, y) ∈ S.

Для данного ядра K найдите величину P и примените теорему 2.6;
при каких µ эта теорема гарантирует сходимость ряда (2.32)?�

Замечание 2.15. Если при фиксированном µ резольвента является
непрерывной функцией от x, y, и функция f непрерывна, то формула
(2.33) показывает, что решение ϕ уравнения (2.1) будет непрерывной
функцией.�

Замечание 2.16.
Существование резольвенты при данном µ означает, что при этом µ

справедливо операторное равенство (E−µA)−1 = E+µJ , где J — ин-
тегральный оператор с ядром Γ(x, y;µ) (см. замечание 2.13 и формулу
(2.33)).�
Замечание 2.17.
Формула (2.33) для решения уравнения (2.1) получена в предпо-

ложении непрерывности ядра K. Но построить резольвенту Фредголь-
ма, доказать её единственность и обосновать формулу (2.33) можно
и в более общем случае. Пусть ядро K не обязательно непрерывно,
но фредгольмово в квадрате S, т.е. P < ∞. Пусть в уравнении (2.1)
свободный член f ∈ L2[a, b]. Тогда ищем не обязательно непрерывное
решение ϕ ∈ L2[a, b]. Можно доказать, что при выполнении условия
(2.28)функциональный ряд (2.31) сходится в среднем квадратиче-
ском в квадрате S. Поэтому в (2.32) можно интегрировать почленно,
и тогда снова приходим к формуле (2.33). Но теперь при фиксиро-
ванном µ резольвента Фредгольма не обязательно будет непрерывной
в квадрате S; можно только утверждать, что она является функцией

класса L2(S), т.е. удовлетворяет условию
b∫
a

b∫
a

|Γ(x, y;µ)|2 dxdy <∞. Из

этого условия и из неравенства Коши–Буняковского вытекает, что для
любой функции f ∈ L2[a, b] интеграл в формуле (2.33) имеет смысл, и
что формула (2.33) определяет решение ϕ ∈ L2[a, b] уравнения (2.1).
При выполнении условия (2.28) это решение в L2[a, b] единственно.

48



Тем самым при указанном условии на µ справедливо операторное ра-
венство (E − µA)−1 = E + µJ , где J — интегральный оператор с
ядром Γ(x, y;µ), действующий в L2[a, b].�

Понятие резольвенты Фредгольма и формула (2.33) приводят к
следующим вопросам:

— при каких µ ∈ C существует резольвента?

— как её построить для всех таких µ?

— каковы свойства резольвенты?

В этих вопросах фактически речь идёт о задаче аналитического про-
должения по переменной µ функции Γ(x, y;µ) и об изучении особых
точек этой аналитической функции.

Задача 2.3.
Как связаны резольвенты ядер K(x, y) и K∗(x, y)?
Решение. Пусть ΓK(x, y;µ) и ΓK∗(x, y;µ) — резольвенты ядер K и

K∗. Пользуясь формулой (2.31) и следствием 2.1, получаем

ΓK∗(x, y;µ) =
∞∑
n=1

µn−1(K∗(x, y))n =
∞∑
n=1

µn−1(Kn(x, y))∗ =

=
∞∑
n=1

µn−1Kn(y, x) = ΓK(y, x;µ).

Эта связь резольвент ΓK∗ и ΓK обоснована пока лишь для значений µ,
лежащих в круге (2.24) (или в круге (2.28)); но она сохраняется для
всех µ, при которых существует ΓK.�

2.4. Теоремы Фредгольма в конечномерном случае.
Через H в данном разделе будем обозначать конечномерное ком-

плексное евклидово пространство (линейное пространство над полем
C со скалярным произведением (ϕ, ψ) называют еще унитарным)
размерности m. Пусть T — действующий в H линейный оператор:
T ∈ L (H −→ H), T ∗ — оператор, сопряжённый к T . Введем в H
множество всех нулей оператора T (его называют ядром оператора)
KerT = {ϕ ∈ H|Tϕ = 0} и множество всех его значений (образ опе-
ратора) RanT = {f ∈ H|∃ϕ, f = Tϕ}; введём аналогичные по смыслу
множества KerT ∗ и RanT ∗. Каждое из этих четырёх множеств яв-
ляется подпространством в H (докажите!). Напомним известную из
курса линейной алгебры связь между этими подпространствами.

Утверждение 2.10.
KerT = (RanT ∗)⊥, KerT ∗ = (RanT )⊥ (символ ⊥ означает ортого-

нальное дополнение к подпространству в H).
Доказательство.
Пусть ϕ ∈ KerT , т.е. Tϕ = 0. Тогда для любого вектора ψ ∈ H име-

ем (ϕ, T ∗ψ) = (Tϕ, ψ) = (0, ψ) = 0. В силу произвольности ϕ и ψ это
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означает, что RanT ∗⊥KerT . Вспоминая, что (T ∗)∗ = T , точно так же
получаем RanT⊥KerT ∗. Воспользуемся известными соотношениями:

dimRanT + dimKerT = m,

dimRanT ∗ + dimKerT ∗ = m.

Число dimRanT называют рангом оператора T (обозначение: rangT );
dimRanT ∗ = rangT ∗. Ранги операторов T и T ∗ совпадают, поэтому

dimRanT ∗ + dimKerT = m,

dimRanT + dimKerT ∗ = m. �

Из утверждения 2.10 немедленно вытекает следующая теорема.
Теорема Фредгольма.
Для разрешимости уравнения Tϕ = f необходимо и достаточно,

чтобы его правая часть f была ортогональна ко всем решениям
◦
ψ

сопряжённого однородного уравнения T ∗
◦
ψ = 0.�

Альтернатива Фредгольма.
Либо неоднородное уравнение Tϕ = f имеет, и притом единствен-

ное, решение при любой правой части f ,

либо сопряжённое однородное уравнение T ∗
◦
ψ = 0 имеет ненулевое

решение.
Доказательство. Пусть rangT = rangT ∗ = s. Возможны два слу-

чая: либо s = m, либо s < m. В первом случае RanT = H, поэтому
уравнение Tϕ = f имеет решение при любой правой части f ; оператор
T невырожденный, т.е. KerT = 0. В этом же случае dimKerT ∗ = 0.
Поэтому KerT ∗ не имеет ненулевых векторов, т.е. сопряжённое одно-

родное уравнение T ∗
◦
ψ = 0 не имеет ненулевых решений.

В случае s < m множество RanT не совпадает сH, поэтому неодно-
родное уравнение Tϕ = f может иметь решение не при любой правой
части f . В этом же случае KerT ∗ состоит не только из нулевого эле-

мента, т.е. уравнение T ∗
◦
ψ = 0 имеет ненулевые решения.�

Если в пространствеH выбрать ортонормированный базис, то урав-

нения Tϕ = f и T ∗
◦
ψ = 0 можно записать в виде систем линейных

алгебраических уравнений с сопряжёнными друг другу квадратными
матрицами коэффициентов. (Напомним, что если в ортонормирован-
ном базисе оператор T имеет матрицу (tij), i, j = 1, . . . ,m, то оператор
T ∗ в этом базисе имеет матрицу (t∗ij) = (tji), i, j = 1, . . . ,m; причем
det(t∗ij) = det(tij).) С точки зрения изучения таких систем уравнений
предыдущие две теоремы означают следующее.

Теорема Фредгольма.
Для разрешимости неоднородной системы линейных алгебраиче-

ских уравнений с квадратной матрицей коэффициентов необходимо
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и достаточно, чтобы вектор её правой части был ортогонален ко всем
решениям сопряжённой однородной системы.�

Альтернатива Фредгольма.
Либо неоднородная система линейных алгебраических уравнений с

квадратной матрицей коэффициентов имеет, и притом единственное,
решение при любой правой части (случай det(tij) 6= 0),

либо сопряжённая однородная система имеет ненулевое решение
(случай det(t∗ij) = 0).�

Пусть теперь дан оператор A ∈ L (H → H). В качестве T выбе-
рем оператор T = E − µA, где E — тождественный оператор в H,
µ — параметр, µ ∈ C. Тогда T ∗ = E − µA∗. Рассмотрим 4 уравнения:

Tϕ = (E − µA)ϕ = f, f ∈ H, (2.34)

T
◦
ϕ = (E − µA)

◦
ϕ = 0, (2.35)

T ∗ψ = (E − µA∗)ψ = g, g ∈ H, (2.36)

T ∗
◦
ψ = (E − µA∗)

◦
ψ = 0. (2.37)

Уравнения (2.35) и (2.37) — это задачи о характеристических значе-
ниях и собственных векторах операторов A и A∗ (собственные значе-
ния λ = 1/µ).

Запишем утверждение 2.10 для выбранного оператора T :
Ker(E − µA) = (Ran(E − µA∗))⊥, Ker(E − µA∗) = (Ran(E − µA))⊥.
Кроме того, имеем dimRan(E−µA) = rang(E−µA) = rang(E−µA∗) =
= dimRan(E − µA∗). Если µ — характеристическое значение опера-
тора A, то число r = dimKer(E − µA) является наибольшим числом
линейно независимых собственных векторов

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕr оператора A,

которые отвечают этому µ (r — геометрическая кратность или ранг
характеристического значения µ). Аналогично определяется геомет-
рическая кратность характеристического значения оператора A∗.

Задача 2.4.
Как связаны друг с другом характеристические значения операто-

ров A и A∗?�
Теперь очевидны аналоги теорем 2.1 — 2.4 для действующего в H

оператора A.
Теорема 2.1 в конечномерном случае.
Оператор A имеет лишь конечное число характеристических чисел

µn.�
Теорема 2.2 в конечномерном случае.
Если µ — правильное значение оператора A, то каждое из со-

пряжённых уравнений (2.34) и (2.36) имеет одно и только одно реше-
ние, каковы бы ни были их правые части f и g.

Доказательство.
В теореме утверждается, что операторы E − µA и E − µA∗ невы-

рожденные. Это очевидно, т.к. если µ — правильное значение опера-
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тора A, то dimKer(E − µA) = 0, и тогда Ran(E − µA∗) = H. Но
dimRan(E−µA∗) = dimRan(E−µA), поэтому и Ran(E−µA) = H.�

Теорема 2.3 в конечномерном случае.
Если µ — характеристическое значение оператора A, то со-

пряжённые однородные уравнения (2.35) и (2.37) имеют одно и то
же конечное число линейно независимых решений.

Доказательство.
Геометрическая кратность характеристического числа µ равна

dimKer(E − µA) = m− dimRan(E − µA∗) = m− dimRan(E − µA) =
= dimKer(E − µA∗).�

Теорема 2.3 в конечномерном случае (другая формулиров-
ка).

Если µ является характеристическим числом оператора A, то µ яв-
ляется характеристическим числом сопряжённого оператора A∗. Эти
характеристические числа имеют одинаковые конечные геометриче-
ские кратности.�

Теорема 2.4 в конечномерном случае.
Чтобы неоднородное уравнение (2.34) имело решение, необходимо

и достаточно, чтобы его свободный член f был ортогонален к любому
решению сопряжённого однородного уравнения (2.37).

Доказательство: Ran(E − µA) ⊥ Ker(E − µA∗).�
Будем решать уравнение (2.34) при правильном значении µ 6= 0

оператора A (случай µ = 0 тривиален). Тогда существует об-
ратный оператор (E − µA)−1, который можно записать в виде
(E − µA)−1 = E + µJ , где J — некоторый линейный оператор:
J ∈ L (H → H) (ср. с замечаниями 2.16, 2.17). Это значит, что реше-
ние ϕ уравнения (2.34) можно представить в виде
ϕ = (E − µA)−1f = (E + µJ )f = f + µJ f , где

J =
1

µ
[(E − µA)−1 − E]. (2.38)

Фиксируем произвольный базис в пространстве H. Матрицы опе-
раторов A, J , E в этом базисе будем обозначать теми же буквами A,
J , E (матрица E единичная). Введем обозначение:

D(µ) = det(E − µA) =

∣∣∣∣∣∣∣
1− µa11 −µa12 . . . −µa1m

−µa21 1− µa22 . . . −µa2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−µam1 −µam2 . . . 1− µamm

∣∣∣∣∣∣∣ .
Тогда обратную матрицу (E − µA)−1 можно записать в виде

(E − µA)−1 =
1

D(µ)
̂(E − µA), где ̂(E − µA) — матрица, присо-

единённая к матрице (E − µA). (Напомним, что для построения при-
соединённой матрицы надо все элементы данной матрицы заменить на
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их алгебраические дополнения и транспонировать полученную матри-
цу.) Следуя (2.38), запишем теперь матрицу оператора J в выбранном
базисе:

J =
1

µD(µ)
Q , (2.39)

где матрица Q = ̂(E − µA)−D(µ)E; обозначим через Γij(µ) элементы
матрицы J . Получили покомпонентную запись единственного реше-
ния ϕ уравнения (2.34) в выбранном базисе:

ϕi = fi + µ

m∑
j=1

Γij(µ)fj, i = 1, . . . ,m ; (2.40)

это аналог формулы (2.33).
Что можно сказать о Γij(µ) как о функции переменной µ, если i и

j фиксировать? Очевидно, что D(µ) является многочленом от µ сте-
пени не выше m с равным 1 свободным членом (нетрудно найти все
коэффициенты многочлена D(µ); см. [2], гл. 1, п. 7). Алгебраические
дополнения ко всем элементам матрицы (E−µA) тоже являются мно-
гочленами от µ. Поэтому все элементы матрицы Q в (2.39) суть мно-
гочлены от µ; убедимся, что свободные члены всех этих многочленов
равны нулю.

Утверждение 2.11.
Все элементы матрицы Q представляют собой многочлены от µ,

свободные члены которых равны нулю. Поэтому, разделив каждый
элемент матрицы Q на µ, снова получим многочлен от µ меньшей
степени.

Доказательство.
Рассмотрим элемент матрицы E − µA вне её главной диагонали.

Его алгебраическое дополнение обязательно содержит µ в качестве со-
множителя, т.к. при построении этого алгебраического дополнения мы
вычёркиваем два диагональных элемента, содержащих слагаемые 1, а
дополнительный минор элемента данной матрицы — это определитель
порядка m− 1. Член −D(µ)E в формуле (2.39) такое алгебраическое
дополнение не изменяет, т.к. вне главной диагонали все его элементы
равны нулю.

Теперь рассмотрим элемент матрицы E−µA на её главной диагона-
ли. Его алгебраическое дополнение обязательно содержит свободный
член 1, причём со знаком

”
плюс“, т.к. номер строки и номер столбца

выбранного элемента совпадают. Этот равный 1 свободный член со-
кратится в формуле (2.39) из–за наличия в ней слагаемого −D(µ)E,
т.к. свободный член многочлена D(µ) равен 1.�

Таким образом, в правой части формулы (2.39) можно сократить

µ в числителе и в знаменателе. Обозначим элементы матрицы
1

µ
Q
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после указанного сокращения на µ через Dij(µ); все они являются

многочленами от µ степеней не выше m−1. Тогда все Γij(µ) =
Dij(µ)

D(µ)
представляют собой отношения многочленов от µ с одним и тем же
независящим от i и j знаменателем. Поэтому формулу (2.40) можно
переписать в виде

ϕi = fi + µ

m∑
j=1

Dij(µ)

D(µ)
fj , i = 1, . . . ,m . (2.41)

Замечание 2.18.
D(µ) = 0 в том, и только в том случае, когда µ является характе-

ристическим числом оператора A, т.к. в этом, и только в этом случае
оператор E − µA вырожден.

Если характеристическое число µ имеет геометрическую кратность
r = m − rang(E − µA) и ему соответствуют линейно независимые
собственные векторы

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕr оператора A, то уравнение (2.34) ли-

бо не имеет решений, либо имеет бесконечно много решений вида
ϕ + c1

◦
ϕ1 + . . . + cr

◦
ϕr, где c1, . . . , cr — произвольные постоянные, а

вектор ϕ — какое угодно частное решение неоднородного уравнения
(2.34).�
Задача 2.5.
Зависят ли коэффициенты многочлена D(µ) от выбора базиса в

пространстве H? Зависят ли коэффициенты многочленов Dij(µ) от
выбора базиса в H?�

Задача 2.6.
Все типы действующих в пространстве H ненулевых линейных опе-

раторов A можно классифицировать при помощи жордановых∗ форм
их матриц. Пусть m = 2, тогда с точностью до перестановок жорда-
новых клеток возможны следующие типы жордановых форм матриц.
1.
(
λ1 0
0 0

)
, λ1 6= 0. 2.

(
λ1 0
0 λ2

)
, λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ1 6= λ2.

3.
(
λ1 0
0 λ1

)
, λ1 6= 0. 4.

(
λ1 1
0 λ1

)
, λ1 6= 0. 5.

(
0 1
0 0

)
.

В каждом из указанных случаев запишите уравнение (2.34) в виде
системы линейных алгебраических уравнений в жордановом базисе.
Найдите многочленD(µ), все характеристические значения параметра
µ и их геометрические кратности. Найдите все многочленыDij(µ), для
правильных значений µ запишите решение уравнения (2.34) в жорда-
новом базисе по формуле (2.41). Пусть

(
1 2
0 1

)
— матрица перехода от

жорданова базиса к новому базису. Найдите все Dij(µ) в новом базисе
и запишите решение уравнения (2.34) в этом базисе для правильных
µ.

∗Жордан Мари Энмон Камиль (1838–1922) — французский математик.
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Пусть m = 3. Проведите классификацию всех типов ненулевых ли-
нейных операторов A, действующих в H, при помощи жордановых
форм их матриц с точностью до перестановок жордановых клеток. В
каждом случае для правильных значений параметра µ запишите ре-
шение уравнения (2.34) в жордановом базисе по формуле (2.41).�

Задача 2.7.
Очевидно, что свободный член многочлена D(µ) равен D(0) = 1.

Запишем D(µ) в виде
D(µ) = (−µ)mκ0 + (−µ)m−1κ1 + . . .+ (−µ)κm−1 + 1.
Докажите, что κ0 = detA, κm−1 = trA — след матрицы A.�

Вернёмся к интегральному уравнению (2.1). Пусть ядро K(x, y)
интегрального оператора непрерывно в замкнутом квадрате S, сво-
бодный член f(x) непрерывен, и ищем непрерывное решение ϕ(x) на
отрезке [a, b]. В разделе 2.3 описано построение приближённых реше-
ний уравнения (2.1) методом последовательных приближений при до-
статочно малых |µ|. Другой подход к нахождению приближённых ре-
шений состоит в замене интеграла в (2.1) интегральной суммой. По-
строим разбиение отрезка a 6 y 6 b отрезками [yj−1, yj], j = 1, . . . ,m,
y0 = a, ym = b. Выберем на каждом отрезке разбиения произвольную
точку ξj и заменим уравнение (2.1) на приближённое уравнение

ϕ(x)− µ
m∑
j=1

K(x, ξj)ϕ(ξj)(yj − yj−1) = f(x) , a 6 x 6 b . (2.42)

Можно многими способами строить разбиения отрезка a 6 y 6 b
и выбирать точки ξj. Например, можно для всех j выбрать

yj − yj−1 =
b− a
m

и ξj = yj. Для нахождения приближённых зна-
чений искомой функции ϕ в точках ξj положим в (2.42) последова-
тельно x = ξ1, . . . , ξm. Введём вектор–столбец неизвестных ϕi = ϕ(ξi),
i = 1, . . . ,m, и вектор–столбец fi = f(ξi), i = 1, . . . ,m (оба векто-
ра принадлежат пространству Cm и заданы в естественном базисе
(1, 0, . . . , 0)T , (0, 1, 0, . . . , 0)T , . . . , (0, . . . , 0, 1)T ). Получили систему ли-
нейных алгебраических уравнений с параметром µ:

ϕi − µ
m∑
j=1

aijϕj = fi , i = 1, . . . ,m, (2.43)

где aij = K(ξi, ξj)(yj − yj−1); коротко: (E − µA)ϕ = f .
Возможны две точки зрения на построение приближённого решения

уравнения (2.1) и на оценку его погрешности. Первая из них состо-
ит в том, что приближённое решение считается сеточной функцией,
заданной на сетке {ξi}mi=1; в качестве такой сеточной функции можно
взять решение {ϕi}mi=1 системы (2.43). Тогда и точное решение урав-
нения (2.1) надо рассматривать только на этой сетке, а для оценки
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точности приближённого решения следует ввести какую–либо норму
в конечномерном пространстве сеточных функций, т.е. в Cm. Вторая
точка зрения состоит в том, что решение уравнения (2.1) — это функ-
ция непрерывно меняющегося на отрезке [a, b] аргумента x, и при-
ближённое решение должно быть определённой на [a, b] функцией x. В
этом случае для оценки точности приближённого решения надо ввести
какую–либо норму в бесконечномерном пространстве функций, опре-
делённых на [a, b]. В качестве приближённого решения можно взять
некоторую функцию, зависящую от x и от конечного числа подле-
жащих определению параметров. Например, приближённое решение
можно получить из (2.42):

ϕ(x) = f(x) + µ

m∑
j=1

K(x, ξj)(yj − yj−1)ϕj , (2.44)

где значения параметров ϕi находятся из (2.43). Как видно из фор-
мулы (2.41), сумма в (2.44) является отношением некоторых много-
членов от µ (подставьте (2.41) в (2.44)).

Будем измельчать разбиения отрезка a 6 y 6 b, устремляя m к бес-
конечности и всё точнее приближая интеграл. Можно ожидать, что в
пределе при max

16j6m
(yj − yj−1) −−−−→

m→∞
0, когда интегральная сумма сов-

падёт с интегралом, приближённое решение (2.44) совпадёт с точным.
Что при этом произойдёт с многочленами Dij(µ) и D(µ) в (2.41), с
многочленами от µ в (2.44)? Их степени, вообще говоря, будут стре-
миться к +∞, т.е. предел суммы в (2.44) будет не отношением много-
членов от µ, а отношением степенных рядов по целым неотрицатель-
ным степеням параметра µ. Пуанкаре высказал гипотезу, что решение
интегрального уравнения (2.1) является мероморфной функцией от
µ.

Определение 2.6.
Мероморфной функцией называют однозначную аналитическую

функцию комплексной переменной, которая определена всюду в C,
кроме не более счётного числа конечных изолированных особых то-
чек, которые все являются её полюсами.�

Гипотезу Пуанкаре доказал Фредгольм; он рассмотрел интеграль-
ное уравнение (2.1) как предельный случай конечной системы ал-
гебраических уравнений (2.43). С помощью формального (без стро-
гого обоснования) перехода к пределу Фредгольм получил формулу
(2.33), дающую решение уравнения (2.1) для всех µ ∈ C за ис-
ключением, быть может, конечного или счётного множества значений
параметра µ. Тем самым для фиксированной точки (x, y) ∈ S ре-
зольвента ядра K(x, y) является отношением двух целых функций от

µ : Γ(x, y;µ) =
D(x, y;µ)

D(µ)
, т.е. мероморфной аналитической функцией.
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Фредгольм доказал теоремы об условиях разрешимости уравнения
(2.1). Он нашёл выражения функций D(x, y;µ) и D(µ) в виде схо-
дящихся всюду в C степенных рядов по степеням параметра µ — ря-
дов Фредгольма. Строгое обоснование описанного выше предельного
перехода было сделано Гильбертом∗.

2.5. Интегральные уравнения с вырожденными ядрами.
Имеется класс интегральных уравнений, которые эквивалентны

системам линейных алгебраических уравнений. Пусть на отрезке
a 6 x 6 b даны m линейно независимых непрерывных функций
αi = αi(x), i = 1, . . . ,m, а на отрезке a 6 y 6 b даны m линей-
но независимых непрерывных функций βi = βi(y), i = 1, . . . ,m (будем
считать для определённости, чтоm > 1; случайm = 1 потребует лишь
дополнительного простого замечания). Ядро интегрального оператора

K(x, y) =

m∑
i=1

αi(x)βi(y) (2.45)

непрерывно в замкнутом квадрате S.
Определение 2.7.
Ядро вида (2.45), где система функций {αi}mi=1 линейно неза-

висима и система функций {βi}mi=1 линейно независима, называют
вырожденным.�

Замечание 2.19.
Не обязательно требовать, чтобы линейно независимые функции

αi(x) и линейно независимые функции βi(y) были непрерывными.
Можно считать, что ядро K(x, y) фредгольмово и имеет представление
(2.45). Такое ядро тоже называют вырожденным. В данном разделе
будем для определённости полагать, что все αi(x) и все βi(y) непре-
рывны, т.е. вырожденное ядро непрерывно. �

Рассмотрим интегральное уравнение (2.1) с непрерывным вырож-
денным ядром и с непрерывным свободным членом f(x):

ϕ(x)− µ
b∫

a

(
m∑
i=1

αi(x)βi(y)

)
ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b; (2.46)

будем искать его решение в классе непрерывных функций. Уравнение
(2.46)имеет вид

ϕ(x)− µ
m∑
i=1

αi(x)

b∫
a

βi(y)ϕ(y)dy = f(x) . (2.47)

∗Гильберт Давид (1862–1943) — немецкий математик.
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Введём обозначения pi =
b∫
a

βi(y)ϕ(y)dy, тогда получим

ϕ(x) = µ

m∑
i=1

piαi(x) + f(x) ; (2.48)

решение уравнения (2.46) сводится к нахождению чисел p1, . . . , pm.
Замечание 2.20.
Числа pi имеют смысл следующих скалярных произведений:

pi =
b∫
a

ϕ(y)βi(y)dy = (ϕ, βi).�

Подставим выражение решения (2.48) в уравнение (2.47) и вос-
пользуемся линейной независимостью функций α1(x), . . . , αm(x): из
тождества

µ

m∑
i=1

αi(x)

pi − b∫
a

βi(y)

f(y) + µ

m∑
j=1

pjαj(y)

dy
≡ 0, a 6 x 6 b,

следуют равенства

pi =

b∫
a

βi(y)

f(y) + µ

m∑
j=1

pjαj(y)

dy = 0, i = 1, . . . ,m .

Введём обозначения aij =
b∫
a

βi(y)αj(y)dy и fi =
b∫
a

βi(y)f(y)dy. То-

гда для нахождения неизвестных p1, . . . , pm имеем систему линейных
алгебраических уравнений

pi − µ
m∑
j=1

aijpj = fi, i = 1, . . . ,m . (2.49)

Эта система имеет вид (E − µA)
−→
p =

−→
f , где векторы–столбцы

−→
p ,
−→
f ∈ Cm. Система (2.49) эквивалентна уравнению (2.46). Действи-

тельно, если непрерывная функция ϕ является решением уравнения
(2.46), то числа p1, . . . , pm удовлетворяют системе (2.49); обратно, ес-
ли числа p1, . . . , pm удовлетворяют системе (2.49), то построенная по
формуле (2.48) функция ϕ(x) непрерывна и удовлетворяет уравнению
(2.46) (проверьте, подставив ϕ(x) в уравнение!).
Замечание 2.21.
Систему уравнений (2.49) можно получить по–другому. Для каж-

дого j = 1, . . . ,m умножим равенство (2.48) на βj(x) и проинтегри-
руем на отрезке [a, b]. Поменяв ролями i и j, получим (2.49).�
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ОпределительD(µ) основной матрицы системы (2.49) введён в раз-
деле 2.4 (см. формулы (2.39) — (2.41)). Он является многочленом от
µ степени не вышеm; D(µ) 6≡ 0, поскольку D(0) = 1. Поэтому имеется
не более m различных значений параметра µ, при которых D(µ) = 0.
При этих значениях µ система (2.49) (а вместе с ней и интегральное
уравнение (2.46)) либо неразрешима, либо имеет бесконечно много ре-
шений — в зависимости от

−→
f . Условию D(µ) = 0 удовлетворяют все

характеристические значения µ, и только они. Если же D(µ) 6= 0, то
µ — правильное значение; при таком µ система (2.49) (а вместе с ней
и уравнение (2.46)) имеет единственное решение.

Утверждение 2.12.
Если K(x, y) — непрерывное вырожденное ядро, и f(x) — непре-

рывная функция, то для интегральных уравнений (2.1) — (2.4) вы-
полнены теоремы Фредгольма 2.1 —2.4.

Доказательство следует из эквивалентности уравнения (2.46) и
системы уравнений (2.49), и из теорем раздела 2.4.�

Задача 2.8.
Найдите ядро K∗(x, y), сопряжённое к вырожденному ядру K(x, y).

Постройте систему линейных алгебраических уравнений, эквивалент-
ную интегральному уравнению (2.3), в случае вырожденного ядра.

Решение.
K∗(x, y) = K(y, x) =

m∑
i=1

αi(y) βi(x). Уравнение (2.3) имеет вид

ψ(x)− µ
b∫

a

(
m∑
i=1

βi(x)αi(y)

)
ψ(y)dy = g(x), a 6 x 6 b.

Перепишем это уравнение:

ψ(x)− µ
m∑
i=1

βi(x)

b∫
a

αi(y)ψ(y)dy = g(x),

и введём обозначения qi =
b∫
a

αi(y)ψ(y)dy; тогда получим

ψ(x) = µ

m∑
i=1

qiβi(x) + g(x). (2.50)

В полной аналогии с выводом системы уравнений (2.49) обозначаем

a∗ij =
b∫
a

αi(y) βj(y)dy и gi =
b∫
a

αi(y)g(y)dy, и приходим к искомой си-
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стеме линейных алгебраических уравнений:

qi − µ
m∑
j=1

a∗ijqj = gi, i = 1, . . . ,m . (2.51)

Очевидно, что a∗ij = aji, где aij — коэффициенты в (2.49).�
Задача 2.9.
Пусть µ — характеристическое значение вырожденного ядра

K(x, y). Найдите отвечающие данному µ собственные функции
◦
ϕ(x)

этого ядра. Найдите геометрическую кратность µ. Найдите отвечаю-

щие µ собственные функции
◦
ψ(x) ядра K∗(x, y). Найдите геометриче-

скую кратность µ.

Ответ.
◦
ϕl(x) = µ

m∑
i=1

p
(l)
i αi(x), l = 1, . . . , r, где

−→
p(l) = (p

(l)
1 , . . . , p

(l)
m )T

удовлетворяет системе уравнений (2.49) с правой частью
−→
f =

−→
0

(см. формулу (2.48)). Геометрическая кратность r характеристиче-
ского значения µ: r = dimKer(E − µA) = m− rang(E − µA), где A —
матрица коэффициентов aij в (2.49).
◦
ψl(x) = µ

m∑
i=1

q
(l)
i βi(x), l = 1, . . . , r∗, где

−→
q(l) = (q

(l)
1 , . . . , q

(l)
m )T удо-

влетворяет системе уравнений (2.51) с правой частью
−→
g =

−→
0 (см.

формулу (2.50)). Геометрическая кратность r∗ характеристического
значения µ: r∗ = m − rang(E − µA∗) = m − rang(E − µA) = r, где
A∗ — матрица коэффициентов a∗ij в (2.51).

Как видно, системы собственных функций { ◦ϕl(x)} и {
◦
ψl(x)}, вооб-

ще говоря, не совпадают.�
Вернёмся к неоднородной системе линейных алгебраических урав-

нений (2.49). Пусть µ — правильное значение непрерывного вырож-
денного ядра K(x, y), т.е. D(µ) 6= 0. Запишем решение системы
(2.49) по правилу Крамера∗. Для этого при каждом i = 1, . . . ,m
введём определитель ∆i(µ), матрица которого получается из матри-
цы (E − µA) заменой её i–го столбца на вектор–столбец

−→
f . Пусть

δki(µ) —алгебраическое дополнение элемента fk в матрице определи-
теля ∆i(µ); очевидно, все δki(µ) не зависят от

−→
f . Очевидно также, что

все δki(µ) являются многочленами от µ степеней не выше m−1. Запи-
сывая решение системы (2.49) по правилу Крамера, раскроем каждый
определитель ∆i(µ) по i–му столбцу:

pi =
∆i(µ)

D(µ)
=

m∑
k=1

fkδki(µ)

D(µ)
, i = 1, . . . ,m.

∗Крамер Габриель (1704–1752) — швейцарский математик.
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Теперь решение ϕ(x) интегрального уравнения (2.46) согласно фор-
муле (2.48) принимает вид

ϕ(x) = f(x) +
µ

D(µ)

m∑
i=1

(
m∑
k=1

fkδki(µ)

)
αi(x) .

Вспоминая обозначение fk =
b∫
a

βk(y)f(y)dy, получаем

ϕ(x) = f(x) + µ

b∫
a

D(x, y;µ)

D(µ)
f(y)dy ,

где D(x, y;µ) =
m∑
i=1

m∑
k=1

δki(µ)αi(x)βk(y). Этим доказана формула

(2.33) в случае непрерывного вырожденного ядра K(x, y). Резольвен-

та Фредгольма в этом случае имеет вид Γ(x, y;µ) =
D(x, y;µ)

D(µ)
, причём

D(x, y;µ) является многочленом от µ степени не выше m−1; коэффи-
циенты этого многочлена зависят от x и y. Знаменатель D(µ) дроби
является многочленом от µ степени не выше m; его коэффициенты от
x и y не зависят.

Если x и y фиксировать, то резольвента Γ(x, y;µ) будет определе-
на при всех µ ∈ C, кроме конечного множества характеристических
значений ядра K(x, y), при которых D(µ) = 0. В точках µ, являю-
щихся характеристическими, резольвента может (хотя и не обязана)
обращаться в бесконечность, т.е. может иметь в этих точках полюсы.

Итак, доказана следующая теорема.
Теорема 2.7.
Резольвента Фредгольма непрерывного вырожденного ядра K(x, y)

является рациональной функцией комплексной переменной µ. При
каждом правильном значении µ она непрерывна как функция x и y.�

Рациональная функция, т.е. отношение многочленов, является ме-
роморфной аналитической функцией; её особыми точками могут быть
только полюсы. В разделе 2.3 резольвента была определена при до-
статочно малых |µ|, теперь же в случае вырожденного непрерывного
ядра получили её мероморфное продолжение на всю комплексную µ–
плоскость.

Замечание 2.22.
При m = 1 вырожденное ядро K(x, y) = α1(x)β1(y). Для такого яд-

ра все проведённые в данном разделе рассуждения сохраняются за ис-

ключением случая, когда след ядра trK =
b∫
a

α1(x)β1(x)dx = 0. В этом
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случае надо изменить ход решения уравнения (2.46), начиная с фор-

мулы (2.49). Поскольку теперь a11 = 0, имеем p1 = f1 =
b∫
a

β1(y)f(y)dy

иD(µ) ≡ 1. Тогда по формуле (2.48) получаем решение интегрального
уравнения :

ϕ(x) = f(x) + µp1α1(x) = f(x) + µ

b∫
a

α1(x)β1(y)f(y)dy .

Таким образом, в случае trK = 0 резольвента не зависит от µ:
Γ(x, y;µ) = K(x, y), все значения µ правильные.�

Замечание 2.23.
Все рассуждения данного раздела справедливы и для вырожденных

фредгольмовых ядер, не обязательно непрерывных. В этом случае на-
до полагать, что все αi ∈ L2[a, b] и все βi ∈ L2[a, b]. Тогда резольвента
не обязательно будет функцией, непрерывной в квадрате S по перемен-
ным x и y, но при фиксированном правильном значении µ она будет

удовлетворять условию
b∫
a

b∫
a

|Γ(x, y;µ)|2dxdy <∞.�

Замечание 2.24.
Один из способов построения приближённого решения уравнения

(2.1) с произвольным фредгольмовым ядром состоит в замене дан-
ного ядра близким к нему вырожденным ядром и решении системы
линейных алгебраических уравнений (2.49).�

Задача 2.10.
Рассмотрим 4 случая задания непрерывного вырожденного ядра

K(x, y) (матрица (aij)
i=1,2
j=1,2 имеет тот же смысл, что в (2.49)).

1. m = 1,
b∫
a

α1(x)β1(x)dx 6= 0. 2. m = 2, det(aij) = 0, tr(aij) = 0.

3. m = 2, det(aij) = 0, tr(aij) 6= 0. 4. m = 2, det(aij) 6= 0.
В каждом из указанных 4 случаев решите следующую задачу.

Найдите все правильные и все характеристические значения ядра
K. При всех правильных значениях параметра µ найдите резольвенту
Фредгольма и постройте непрерывное решение интегрального уравне-
ния (2.46) с данным ядром и непрерывным свободным членом f . Для
каждого характеристического значения µ найдите все отвечающие ему
линейно независимые собственные функции. Какому условию должна
удовлетворять функция f , чтобы уравнение (2.46) было разрешимо в
случае характеристического µ? Найдите общий вид решения в случае
характеристического µ.�

Задача 2.11.
Решая систему уравнений (2.51) по правилу Крамера, докажите,

что решение уравнения (2.3) с вырожденным ядром K∗(x, y) имеет
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вид

ψ(x) = g(x) + µ

b∫
a

ΓK∗(x, y;µ)g(y)dy ,

где ΓK∗(x, y;µ) =
D(y, x;µ)

D(µ)
. Тем самым для вырожденных ядер K

и K∗ справедлива формула ΓK∗(x, y;µ) = ΓK(y, x;µ) при правильных
значениях параметра.�

2.6. Доказательство теорем Фредгольма в общем случае.
Пусть в уравнении (2.1) ядро K(x, y) не является вырожденным,

а величина |µ| не мала. Докажем теоремы Фредгольма 2.1 — 2.4 в
этом общем случае. Идея доказательства основана на приближении
заданного ядра вырожденными ядрами с любой точностью.

Будем полагать, что в (2.1) ядро K непрерывно в замкнутом квад-
рате S, а свободные члены в уравнениях (2.1) и (2.3) непрерывны на
[a, b]; ищем непрерывные решения уравнений (2.1) — (2.4).

Утверждение 2.13.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате S. Для лю-

бого числа ε > 0 найдутся такие непрерывные в замкнутом квадрате
S ядра N(x, y) и L(x, y), что
K(x, y) = N(x, y) + L(x, y) в S;

N — вырожденное ядро: N(x, y) =
m∑
i=1

αi(x)βi(y), где функции αi

непрерывны и линейно независимы на a 6 x 6 b, а функции βi непре-
рывны и линейно независимы на a 6 y 6 b;
ML = max

S
|L(x, y)| < ε .

Доказательство.
Для данного ядра K построить указанные ядра N и L можно мно-

гими способами. Воспользуемся, например, теоремой Вейерштрасса
о приближении непрерывной функции многочленами на компактном
множестве. В рассматриваемом случае эта теорема утверждает следу-
ющее. Для любой действительной функции K(x, y) независимых дей-
ствительных переменных x и y, непрерывной на замкнутом квадрате
S, существует последовательность алгебраических многочленов от x и
y, равномерно сходящаяся к K(x, y) на S (см. [23], гл. 2, §5). Иными
словами, непрерывную на S функцию K можно с любой точностью
приблизить по норме пространства C(S) многочленами от x и y. Ес-
ли K принимает комплексные значения, то речь идёт о приближениях
многочленами отдельно её действительной и мнимой частей. Таким
образом, в качестве αi(x) и βi(y) можно взять многочлены от x и от
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y; степень многочлена N(x, y), вообще говоря, зависит от ε. Полагая
L(x, y) = K(x, y)−N(x, y), получаем требуемые ядра N и L.�

Замечание 2.25.
Конкретный вид вырожденного ядра N, приближающего ядроK, не

имеет значения. Например, если ядроK может быть периодически по x
и по y продолжено с S на всю плоскость Oxy с сохранением непрерыв-
ности, то в теореме Вейерштрасса алгебраические многочлены можно
заменить на тригонометрические многочлены от x и y. Далее не будем
конкретизировать вид ядра N; оно может и не быть многочленом.

Отметим, однако, что выбор конкретного вырожденного ядра N,
приближающего K, сразу приводит к построению приближённого ме-
тода решения уравнения (2.1).�

Будем считать, что в замкнутом квадрате S непрерывное ядро K
представлено в виде K(x, y) = N(x, y) + L(x, y), где N — вырожден-

ное ядро: N(x, y) =
m∑
i=1

αi(x)βi(y) (все функции αi и βi непрерывны).

Через ΓL и ΓL∗ обозначим резольвенты ядер L и L
∗
в предположении,

что эти резольвенты существуют; как и выше, ML = max
S
|L(x, y)| =

= ML∗ = max
S
|L∗(x, y)|. Введём модифицированные функции αi(x;µ)

и βi(y;µ):

αi(x;µ) = αi(x) + µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)αi(y)dy , (2.52)

βi(y;µ) = βi(y) + µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)βi(x)dx . (2.53)

Наряду с ядром N построим зависящие от µ вырожденные ядра

N(α)(x, y;µ) =

m∑
i=1

αi(x;µ)βi(y) , (2.54)

N(β)(x, y;µ) =

m∑
i=1

αi(x)βi(y;µ) . (2.55)

Модифицируем также свободные члены f и g уравнений (2.1) и (2.3):

f(x;µ) = f(x) + µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)f(y)dy , (2.56)
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g(x;µ) = g(x) + µ

b∫
a

ΓL∗(x, y;µ)g(y)dy . (2.57)

Лемма 2.1.
Пусть значение параметра µ удовлетворяет неравенству

|µ| < 1

ML(b− a)
. (2.58)

Тогда уравнение (2.1) эквивалентно уравнению

ϕ(x)− µ
b∫

a

N(α)(x, y;µ)ϕ(y)dy = f(x;µ) . (2.59)

Доказательство.
Уравнение (2.1) запишем в виде

ϕ(x)− µ
b∫

a

L(x, y)ϕ(y)dy = f(x) + µ

b∫
a

N(x, y)ϕ(y)dy . (2.60)

Правую часть равенства (2.60) обозначим через F (x;µ) и временно
будем рассматривать её как известную функцию. Условие (2.58) поз-
воляет применить к уравнению (2.60) с ядром L метод последователь-
ных приближений; при выполнении (2.58) ядро L имеет резольвенту
ΓL (см. (2.31)), и для решения ϕ уравнения (2.60) справедлива фор-
мула (2.33):

ϕ(x) = F (x;µ) + µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)F (y;µ)dy . (2.61)

Первое слагаемое в (2.61) запишем в виде

f(x)+µ
b∫
a

(
m∑
i=1

αi(x)βi(t)

)
ϕ(t)dt. Второе слагаемое является выражени-

ем

µ
b∫
a

ΓL(x, y;µ)f(y)dy + µ
b∫
a

ΓL(x, y;µ)

[
µ

b∫
a

(
m∑
i=1

αi(y)βi(t)

)
ϕ(t)dt

]
dy;

изменим в нём порядок интегрирования по t и по y. Тогда (2.61) озна-

чает ϕ(x) = f(x;µ) + µ
b∫
a

N(α)(x, t;µ)ϕ(t)dt (проверьте!).�
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Лемма 2.2.
Если µ удовлетворяет неравенству (2.58), то уравнение (2.1) экви-

валентно уравнению

Φ(x)− µ
b∫

a

N(β)(x, y;µ)Φ(y)dy = f(x) (2.62)

относительно функции Φ и формуле

ϕ(x) = Φ(x) + µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)Φ(y)dy . (2.63)

Доказательство.
Во втором способе сведения уравнения (2.1) к уравнению с вырож-

денным ядром обозначим через Φ(x) левую часть равенства (2.60):

Φ(x) = ϕ(x)− µ
b∫

a

L(x, y)ϕ(y)dy ; (2.64)

временно будем рассматривать функцию Φ как известную. При выпол-
нении условия (2.58) решение ϕ уравнения (2.64) даётся формулой
(2.33), которая имеет вид (2.63). Подставим выражение ϕ по форму-
ле (2.63) в правую часть уравнения (2.60):

Φ(x) = f(x)+µ
b∫
a

N(x, y)Φ(y)dy+µ
b∫
a

N(x, y)
[
µ

b∫
a

ΓL(y, t;µ)Φ(t)dt
]
dy.

В третьем слагаемом изменим порядок интегрирования по t и по y; во
втором слагаемом переменную интегрирования y заменим на t. Под-
ставим выражение ядра N. Тогда

Φ(x) = f(x) + µ
b∫
a

N(β)(x, t;µ)Φ(t)dt (проверьте!).�

Лемма 2.3.
Если µ удовлетворяет неравенству (2.58), то уравнение (2.3) экви-

валентно уравнению

ψ(x)− µ
b∫

a

(
N(β)(x, y;µ)

)∗
ψ(y)dy = g(x;µ) . (2.65)

Доказательство.
Поскольку K∗(x, y) = N(y, x) + L(y, x), уравнение (2.3) можно за-
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писать в виде

ψ(x)− µ
b∫

a

L(y, x)ψ(y)dy = g(x) + µ

b∫
a

N(y, x)ψ(y)dy . (2.66)

Правую часть равенства (2.66) обозначим через G(x;µ) и временно
будем рассматривать её как известную функцию. Условие (2.58) поз-
воляет применить к уравнению (2.66) с ядром L∗(x, y) = L(y, x) метод
последовательных приближений (напомним, что ML∗ = ML); при вы-
полнении (2.58) ядро L∗ имеет резольвенту ΓL∗. Согласно задаче 2.3
справедливо равенство

ΓL∗(x, y;µ) = ΓL(y, x;µ) . (2.67)

Формула (2.33) даёт решение ψ уравнения (2.66):

ψ(x) = G(x;µ) + µ

b∫
a

ΓL∗(x, y;µ)G(y;µ)dy .

Отсюда, подставляя выражения функций G и N, меняя порядок ин-
тегрирования в повторном интеграле, и используя равенство (2.67),
получаем (2.65) (проверьте!).�

Лемма 2.4.
Если µ удовлетворяет неравенству (2.58), то уравнение (2.3) экви-

валентно уравнению

Ψ(x)− µ
b∫

a

(
N(α)(x, y;µ)

)∗
Ψ(y)dy = g(x) (2.68)

относительно функции Ψ и формуле

ψ(x) = Ψ(x) + µ

b∫
a

ΓL∗(x, y;µ)Ψ(y)dy . (2.69)

Доказательство.
Во втором способе сведения уравнения (2.3) к уравнению с вырож-

денным ядром обозначим через Ψ(x) левую часть равенства (2.66):

Ψ(x) = ψ(x)− µ
b∫

a

L∗(x, y)ψ(y)dy ; (2.70)
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временно будем рассматривать функцию Ψ как известную. При вы-
полнении условия (2.58) решение ψ уравнения (2.70) даётся форму-
лой (2.33), которая имеет вид (2.69). Подставляя выражение ψ по
формуле (2.69) в правую часть уравнения (2.66), меняя порядок ин-
тегрирования в повторном интеграле, подставляя выражение функции
N, и используя равенство (2.67), получаем (2.68) (проверьте!).�

Утверждение 2.14.
Для непрерывного ядра K справедливы теоремы 2.1—2.4.
Доказательство.
Выберем произвольное сколь угодно малое число ε > 0 и в замкну-

том квадрате S построим равномерное приближение ядра K вырож-
денным ядром N с точностью до ε : K(x, y) = N(x, y) + L(x, y), где
ML < ε.

Докажем теорему 2.1. При выполнении условия (2.58) уравнение
(2.1) можно свести к уравнению с вырожденным ядром либо по лемме
2.1, либо по лемме 2.2. Оба эти способа приводят уравнение (2.1) к
эквивалентной ему системе линейных алгебраических уравнений вида
(2.49). Применяя лемму 2.1, получим систему уравнений

pi − µ
m∑
j=1

a
(α)
ij (µ)pj = fi(µ) , i = 1, . . . ,m ; (2.71)

здесь в определении коэффициентов a(α)
ij (µ) использованы модифици-

рованные функции αj(x;µ) вида (2.52). Применяя лемму 2.2, получим
систему уравнений

p
(β)
i − µ

m∑
j=1

a
(β)
ij (µ)p

(β)
j = f

(β)
i (µ) , i = 1, . . . ,m ; (2.72)

здесь в определении искомых величин p
(β)
i , коэффициентов a

(β)
ij (µ)

и свободных членов f (β)
i использованы модифицированные функции

βi(y;µ) вида (2.53).
В круге (2.58) комплексной µ–плоскости резольвента ΓL явля-

ется голоморфной функцией переменной µ, так как в этом круге
она определена сходящимся степенным рядом вида (2.31). Поэтому
N(α)(x, y;µ) и f(x;µ) в уравнении (2.59) тоже голоморфные по µ

функции в этом круге. Следовательно, все a(α)
ij (µ) и fi(µ) в системе

(2.71) суть голоморфные функции от µ в круге (2.58).
Точно так же в уравнении (2.62) ядро N(β)(x, y;µ) является голо-

морфной по µ функцией в круге (2.58). Следовательно, все a(β)
ij (µ) и

f
(β)
i (µ) в системе (2.72) суть голоморфные функции от µ в этом круге.
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Теперь очевидно, что в обоих способах функции D(x, y;µ) и D(µ)
(см. раздел 2.5) будут голоморфными по µ в круге (2.58); причём
D(µ) 6≡ 0, поскольку D(0) = 1. Напомним, что ML < ε. В замкнутом

круге |µ| 6 1

ε(b− a)
функция D(µ) может иметь лишь конечное число

нулей: в противном случае по теореме единственности определения
голоморфной функции было бы D(µ) ≡ 0. Итак, для любого ε > 0

в круге |µ| 6 1

ε(b− a)
интегральный оператор с непрерывным ядром

K может иметь лишь конечное число характеристических значений.
Этим доказана теорема 2.1 (двумя способами). (Функции D(x, y;µ) и
D(µ) зависят здесь от выбора ядра L и определены в круге (2.58);
более правильны обозначения этих функций D(x, y;µ|L) и D(µ|L).)

Докажем теоремы 2.2 и 2.3 (свободные члены f и g считаем непре-
рывными). Для любого ε > 0 при каждом значении µ, фиксированном

в круге |µ| 6 1

ε(b− a)
, уравнения (2.1) — (2.4) сведены к аналогич-

ным по смыслу уравнениям с зависящими от µ вырожденными яд-
рами. При этом для каждого значения µ сопряжённым друг другу
исходным ядрам соответствуют сопряжённые друг другу вырожден-
ные ядра. Уравнения (2.1) — (2.4) и построенные уравнения с вы-
рожденными ядрами попарно эквивалентны в том смысле, что между
множествами решений двух идентичных по своему характеру уравне-
ний устанавливается взаимно однозначное соответствие, сохраняющее
линейную независимость (для установления такого соответствия надо
учесть формулу (2.63) или (2.69)). Первый способ задания указанно-
го соответствия основан на модификации функций αi(x) (леммы 2.1
и 2.4). Второй способ основан на модификации функций βi(y) (леммы
2.2 и 2.3).

Легко видеть, что однородным уравнениям (2.2) и (2.4) соответ-
ствуют однородные уравнения с вырожденными ядрами. Действитель-
но: если f(x) ≡ 0 на [a, b], то и f(x;µ) ≡ 0 (см. (2.56)). Обрат-
но: пусть f(x;µ) ≡ 0 на [a, b]; тогда по формуле (2.33) для ядра

L решение ω уравнения ω(x) − µ
b∫
a

L(x, y)ω(y)dy = f(x) имеет вид

ω(x) = f(x;µ) ≡ 0. Отсюда f(x) ≡ 0. Совершенно аналогично дока-
зывается, что g(x) ≡ 0 на [a, b] в том, и только в том случае, если
g(x, µ) ≡ 0.

Теперь теоремы 2.2 и 2.3 следуют из аналогичных теорем для вы-
рожденных ядер (это доказано двумя способами).

Докажем теорему 2.4. Сохраним прежние обозначения
◦
ϕ,
◦
Φ,
◦
ψ,
◦
Ψ

для решений однородных уравнений. Пусть µ — характеристическое

значение ядра K. Докажем, что функции f и
◦
ψ ортогональны в том,
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и только в том случае, когда ортогональны аналоги этих функций в
уравнениях с вырожденными ядрами. В способе, основанном на лем-

мах 2.1 и 2.4, надо доказать, что
b∫
a

f(x)
◦
ψ(x)dx = 0 тогда, и только

тогда, когда
b∫
a

f(x;µ)
◦
Ψ(x)dx = 0. Для этого надо подставить выраже-

ние функции
◦
ψ по формуле (2.69) и выражение f(x;µ) по формуле

(2.56), воспользоваться равенством (2.67) и изменить порядок инте-
грирования в одном из повторных интегралов (проведите доказатель-
ство!). А в способе, основанном на леммах 2.2 и 2.3, ничего на надо
доказывать.

Теперь теорема 2.4 следует из аналогичной теоремы для вырожден-
ных ядер.�

Следствие 2.5.
Для интегрального оператора с непрерывным ядром любое ком-

плексное число µ является либо правильным, либо его характеристи-
ческим значением. Других случаев быть не может.�

Замечание 2.27.
Для нефредгольмовых линейных интегральных операторов воз-

можны случаи значений параметра µ, отличных от правильных и
характеристических.�

Замечание 2.28.
Все результаты данного раздела остаются верными и для фред-

гольмова ядра K, не обязательно непрерывного на S. В этом слу-
чае надо полагать, что свободные члены f и g в уравнениях (2.1)
и (2.3) принадлежат L2[a, b], и что решения уравнений (2.1) — (2.4)
ищем в классе функций L2[a, b]. Для произвольного ε > 0 можно
считать, что фредгольмово ядро K приближено вырожденным фред-
гольмовым ядром N с точностью до ε по норме пространства L2(S):

K(x, y) = N(x, y)+L(x, y), где PL =

(
b∫
a

b∫
a

|L(x, y)|2dx dy

)1
2

< ε. Такую

аппроксимацию можно получить, например, по теореме, аналогичной
теореме Вейерштрасса, о приближении функцииK(x, y) многочленами
в пространстве L2(S).

Дальше будем действовать как в доказательствах лемм 2.1 — 2.4 и
утверждения 2.14. При этом методом последовательных приближений

можно пользоваться в круге |µ| < 1

PL
комплексной µ–плоскости. То-

гда в этом круге уравнения (2.1) — (2.4) будут сведены к уравнениям
с зависящими от µ вырожденными ядрами класса L2(S). Рассматри-

вая эти уравнения в круге |µ| 6 1

ε
(напомним, что PL < ε), получим
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доказательства теорем 2.1 — 2.4 для фредгольмова ядра K.�

2.7. Свойства резольвенты Фредгольма.
В разделе 2.3 построена резольвента Фредгольма для достаточно

малых |µ|, а в разделе 2.5 — для всех правильных значений µ вырож-
денного ядра. Результаты раздела 2.6 позволяют теперь построить ре-
зольвенту при всех правильных µ в общем случае — для непрерывно-
го ядра и, более общо, для фредгольмова ядра. Это даст обоснование
формулы (2.33) для всех правильных значений µ.

2.7.1. Существование резольвенты Фредгольма при всех
правильных значениях параметра.

Рассмотрим подробно случай, когда в уравнении (2.1) ядро K
непрерывно в замкнутом квадрате S, свободный член f и решение
ϕ непрерывны на [a, b].

Лемма 2.5.
В системах уравнений (2.71) и (2.72) коэффициенты

a
(α)
ij (µ) = a

(β)
ij (µ) при всех i и j.

Доказательство.
Вспоминая определения (2.52) и (2.53) модифицированных функ-

ций αi(x;µ) и βi(y;µ), запишем коэффициенты систем (2.71) и (2.72)

в обозначениях разделов 2.5 и 2.6: a(α)
ij (µ) =

b∫
a

βi(y)αj(y;µ)dy =

= aij+
b∫
a

βi(y)
(
µ

b∫
a

ΓL(y, t;µ)αj(t)dt
)
dy, где aij =

b∫
a

βi(y)αj(y)dy. Точ-

но так же a(β)
ij (µ) = aij +

b∫
a

(
µ

b∫
a

ΓL(t, y;µ)βi(t)dt
)
αj(y)dy. Изменяя

порядок интегрирования в одном из повторных интегралов, получаем
утверждение леммы.�

Теорема 2.8.
Резольвента Фредгольма ΓK(x, y;µ) непрерывного ядра K(x, y) су-

ществует при каждом его правильном значении µ и представима от-
ношением целых функций переменной µ, знаменатель которого не за-

висит от x и y: ΓK(x, y;µ) =
D(x, y;µ)

D(µ)
.

Доказательство.
Выберем произвольное сколь угодно большое число R > 0 и рас-

смотрим открытый круг |µ| < R на комплексной µ–плоскости. Непре-
рывное ядро K разложим в сумму K(x, y) = N(x, y)+L(x, y), где N —
вырожденное непрерывное ядро такого же вида, как в утверждении

2.13, а ядро L удовлетворяет условию ML = max
S
|L(x, y)| < 1

R(b− a)
.
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В круге |µ| < 1

ML(b− a)
, а следовательно и в меньшем круге |µ| < R,

формулой (2.31) определена резольвента ΓL ядра L. Пользуясь лем-
мой 2.1 или леммой 2.2, сведём уравнение (2.1) к уравнению с зави-
сящим от µ вырожденным ядром (2.59) или к уравнению (2.62) и
формуле (2.63). Для тех значений µ, при которых существует ΓL, вы-
разим решение ϕ уравнения (2.1) при помощи ΓL; этим будет доказано
существование резольвенты ΓK ядра K и установлена связь между ΓK
и ΓL. (Как и в разделе 2.6, доказательство, проводимое фактически
двумя способами, можно считать избыточным.)

По лемме 2.5 основные матрицы систем уравнений (2.71) и (2.72)
совпадают при каждом µ в круге (2.58); пусть D(µ|L) — определитель
этих одинаковых матриц. В отличие от функции D(µ), рассмотренной
в разделах 2.4 и 2.5, здесь в обозначении подчёркнуто, что эта функ-
ция зависит от выбора ядра L и определена в круге (2.58). В круге
(2.58) резольвента ΓL является голоморфной функцией переменной
µ, поэтому функция D(µ|L) тоже голоморфна в этом круге, но теперь
уже не обязательно является многочленом от µ. Следовательно, в ука-
занном круге D(µ|L) задаётся сходящимся степенным рядом по целым
неотрицательным степеням переменной µ.

Поскольку основные матрицы систем уравнений (2.71) и (2.72) сов-
падают, алгебраические дополнения δki(µ) их элементов одинаковы в
обоих способах сведения уравнения (2.1) к системе линейных алгеб-
раических уравнений; эти алгебраические дополнения определяются
выбором ядра L: δki(µ) = δki(µ|L). Следовательно, в случае уравне-
ния (2.59) будем иметь (см. раздел 2.5)

D(α)(x, y;µ|L) =

m∑
i=1

m∑
k=1

δki(µ)αi(x;µ)βk(y) ,

а в случае уравнения (2.62) будем иметь

D(β)(x, y;µ|L) =

m∑
i=1

m∑
k=1

δki(µ)αi(x)βk(y;µ) .

Решение уравнения (2.59) даётся формулой

ϕ(x) = f(x;µ) + µ

b∫
a

D(α)(x, y;µ|L)

D(µ|L)
f(y;µ)dy .

Подставим в эту формулу выражение (2.56) модифицированного сво-
бодного члена f(x;µ). Тогда можно доказать, что для значений пара-
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метра µ в круге (2.58)

ϕ(x) = f(x)+µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)f(y)dy+µ

b∫
a

D(x, y;µ|L)

D(µ|L)
f(y)dy , (2.73)

D(x, y;µ|L) =

m∑
i=1

m∑
k=1

δki(µ)αi(x;µ)βk(y;µ) . (2.74)

Решение уравнения (2.62) даётся формулой

Φ(x) = f(x) + µ

b∫
a

D(β)(x, y;µ|L)

D(µ|L)
f(y)dy ; (2.75)

и тогда по формуле (2.63) получаем

ϕ(x) = f(x) + µ
b∫
a

D(β)(x, y;µ|L)

D(µ|L)
f(y)dy + µ

b∫
a

ΓL(x, y;µ)Φ(y)dy.

Подставляя выражение (2.75) функции Φ(y), можно доказать, что
снова придём к (2.73), (2.74).

Формула (2.73) означает, что в круге (2.58) для правильных зна-
чений µ ядра K существует его резольвента

ΓK(x, y;µ) = ΓL(x, y;µ) +
D(x, y;µ|L)

D(µ|L)
. (2.76)

В круге (2.58) резольвента ΓL голоморфна по переменной µ. Поэтому
определённая формулой (2.74) функция D(x, y;µ|L) тоже голоморфна
по µ в этом круге, но в отличие от раздела 2.5 она уже не обязательно
является многочленом от µ. В указанном круге D(x, y;µ|L) задаётся
сходящимся степенным рядом по целым неотрицательным степеням
переменной µ; его коэффициенты зависят от x и y. Формула (2.76)
показывает, что в круге (2.58) резольвента ΓK представляется отно-
шением двух степенных рядов, причём знаменатель этого отношения
не зависит от x и y.

Итак, если фиксировано правильное значение µ ядра K, то можно
выбрать число R > |µ| и равномерно на S приблизить ядро K вырож-

денным ядром N с точностью
1

R(b− a)
. Чем большим окажется |µ|,

тем более точно надо приближать ядро K вырожденным ядром N,
и тем в большем круге (2.58) будет возможным применение метода
последовательных приближений для ядра L.

По утверждению 2.9 резольвента Фредгольма единственна, поэтому
ΓK(x, y;µ) не зависит от выбора числа R > |µ| и от разложения ядра
K в сумму K = N + L. Для всех правильных значений µ ядра K его
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резольвента имеет вид ΓK(x, y;µ) =
D(x, y;µ)

D(µ)
, где D(x, y;µ) и D(µ) —

целые функции переменной µ, причём D(µ) не зависит от x и y.�
Задача 2.12.
Докажите формулы (2.73), (2.74), исходя из леммы 2.1; исходя из

леммы 2.2.�
Следствие 2.6.
Если число µ является правильным значением непрерывного ядра

K, то µ— правильное значение сопряжённого к нему ядра K∗. Поэтому
для µ существует резольвента ядра K∗, причём справедлива формула
ΓK∗(x, y;µ) = ΓK(y, x;µ).

Доказательство.
Связь резольвент ядер K и K∗ была установлена в задаче 2.3 для

достаточно малых |µ| и в задаче 2.11 для вырожденных ядер. В общем
случае её обоснование требует рассмотреть доказательство теоремы,
аналогичной теореме 2.8, для ядра K∗ = N∗+ L∗. Это доказательство
проводится с использованием прежних обозначений (2.52) — (2.57)
в круге (2.58). Оно может быть основано либо на лемме 2.3, либо на
лемме 2.4.

В доказательстве с использованием леммы 2.3 по сравнению с при-
менением леммы 2.1 в случае ядра K надо модификацию функций
αi(x) заменить на модификацию функций βi(y) и вместо системы урав-
нений (2.71) построить систему (см. (2.51))

qi − µ
m∑
j=1

a
(β)
ji (µ)qj = gi(µ) , i = 1, . . . ,m .

В доказательстве с использованием леммы 2.4 по сравнению с при-
менением леммы 2.2 в случае ядра K надо модификацию функций
βi(y) заменить на модификацию функций αi(x) и вместо системы урав-
нений (2.72) построить систему (см. (2.51))

q
(α)
i − µ

m∑
j=1

a
(α)
ji (µ)q

(α)
j = g

(α)
i (µ) , i = 1, . . . ,m .

Далее доказательство проводится как в теореме 2.8. Надо только
учесть, что в задаче 2.11 было показано, что если для вырожденно-

го ядра его резольвента имеет вид
D(x, y;µ)

D(µ)
, то для сопряжённого

к нему ядра резольвента имеет вид
D(y, x;µ)

D(µ)
. (Проведите подробное

доказательство!)�
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2.7.2. Свойства резольвенты непрерывного ядра.

Единственность резольвенты Фредгольма доказана в утверждении
2.9. Резольвенту непрерывного ядра K(x, y) далее обозначаем через
Γ(x, y;µ).

Свойство 2.1.
Для непрерывного в замкнутом квадрате S ядра K(x, y) при любом

его правильном значении µ резольвента Γ(x, y;µ) является непрерыв-
ной функцией точки (x, y) в S.

Доказательство следует из формулы (2.76): в подразделе 2.3.2
показано, что функция ΓL непрерывно зависит от (x, y), а функции
αi(x;µ) и βk(y;µ) непрерывны по x и по y.�

Свойство 2.2.
При фиксированных x и y резольвента ядра K является мероморф-

ной аналитической функцией переменной µ. Каждое характеристиче-
ское число ядра K является полюсом его резольвенты при некоторых
x и y.

Доказательство.
Мероморфность резольвенты ядра K была фактически доказана

в теореме 2.8. Она следует из того, что в формуле (2.76) функции
ΓL(x, y;µ), D(x, y;µ|L) и D(µ|L) голоморфны по µ в круге (2.58), и по
теореме единственности определения голоморфной функции в любой
замкнутой ограниченной подобласти этого круга D(µ|L) может иметь
не более конечного числа нулей. Этими нулями могут быть лишь ха-
рактеристические значения ядра K.

Докажем, что характеристическое число µ ядра K не может быть
устранимой особой точкой его резольвенты для всех (x, y) ∈ S. Пред-
положим противное. Характеристическому числу µ ядра K∗ соответ-
ствует его собственная функция

◦
ψ(x) — ненулевое решение уравнения

(2.4). По теореме 2.4 уравнение

ϕ(x)− µ
b∫

a

K(x, y)ϕ(y)dy =
◦
ψ(x) , a 6 x 6 b , (∗)

не имеет решений. Выберем правильную точку ν, близкую к характе-
ристическому значению µ. Уравнение

ϕ(x)− ν
b∫

a

K(x, y)ϕ(y)dy =
◦
ψ(x) , a 6 x 6 b , (2.77)
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имеет единственное решение

ϕ(x) =
◦
ψ(x) + ν

b∫
a

Γ(x, y; ν)
◦
ψ(y)dy .

Подставив это решение в (2.77), получим тождество
◦
ψ(x)+ν

b∫
a

Γ(x, y;ν)
◦
ψ(y)dy−ν

b∫
a

K(x, y)
[ ◦
ψ(y)+ν

b∫
a

Γ(y, t;ν)
◦
ψ(t)dt

]
dy≡

◦
ψ(x),

a 6 x 6 b. По предположению при всех (x, y) ∈ S точка µ является
устранимой особой точкой функции Γ. Поэтому в тождестве можно
перейти к пределу при ν → µ; и тогда при ν = µ это тождество

означает, что функция
◦
ψ(x) + µ

b∫
a

Γ(x, y;µ)
◦
ψ(y)dy является решением

уравнения (∗). Противоречие!�
Замечание 2.29.
Свойство 2.2 означает, что для характеристического числа µ най-

дется такая точка (x, y) ∈ S, что µ будет полюсом функции Γ(x, y;µ).
Это не означает, что µ будет полюсом при всех (x, y) ∈ S.�

Замечание 2.30.
Пусть характеристическое значение µ является для резольвенты по-

люсом порядка q. Тогда в проколотой окрестности точки µ (при ν 6= µ)
резольвента представима рядом Лорана∗:

Γ(x, y; ν) =
c−q(x, y)

(ν − µ)q
+ . . .+

c−1(x, y)

ν − µ
+

+∞∑
n=0

cn(x, y)(ν − µ)n , (2.78)

где коэффициент c−q(x, y) 6≡ 0 в S. Можно доказать, что
в случае непрерывного ядра K все коэффициенты cn(x, y),
n = −q, . . . ,−1, 0, 1, . . . , суть непрерывные в замкнутом квад-
рате S функции ( для этого надо разложить D(x, y;µ) и D(µ),
определяющие в теореме 2.8 резольвенту ядра K, в степенные ряды
по степеням переменной µ и изучить их коэффициенты; см. [2], п. 7,
8).�

Свойство 2.3.
При достаточно малых |µ| резольвента определена рядом Тейлора∗∗

(2.31). Областью сходимости этого ряда является круг |µ| < |µ1|, где
µ1 —характеристическое число с наименьшей абсолютной величиной.

Доказательство.
В разделе 2.3 разложение (2.31) было доказано в круге (2.24).

Но радиус круга сходимости ряда Тейлора равен расстоянию от цен-
тра разложения µ = 0 до ближайшей особой точки µ1 аналитической
функции Γ.�

∗Лоран Пьер Альфонс (1813–1854) — французский математик.
∗∗Тейлор Брук (1685–1731) — английский математик.
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Замечание 2.31.
Изученный в разделе 2.3 метод последовательных приближений

сходится в круге |µ| < |µ1|.�
Свойство 2.4.
При любом правильном значении µ резольвента непрерывного ядра

K удовлетворяет в квадрате S следующим уравнениям:

Γ(x, y;µ) = K(x, y) + µ

b∫
a

K(x, t)Γ(t, y;µ)dt , (2.79)

Γ(x, y;µ) = K(x, y) + µ

b∫
a

K(t, y)Γ(x, t;µ)dt . (2.80)

Доказательство.
При правильном значении µ 6= 0 подставим в уравнение (2.1) с

непрерывным свободным членом f решение этого уравнения, записан-
ное по формуле (2.33). Тогда получим тождество на отрезке a 6 x 6 b:

f(x)+µ

b∫
a

Γ(x,y;µ)f(y)dy−µ
b∫

a

K(x,y)f(y)dy−µ
b∫

a

K(x, y)

µ b∫
a

Γ(y,t;µ)f(t)dt

dy≡f(x).
После сокращения f(x) разделим тождество на µ и изменим порядок
интегрирования в повторном интеграле. Тождество примет вид
b∫
a

[
Γ(x, y;µ) − K(x, y) − µ

b∫
a

K(x, t)Γ(t, y;µ)dt
]
f(y)dy ≡ 0, a 6 x 6 b;

оно справедливо для любой непрерывной функции f . В силу непре-
рывности выражения в квадратных скобках отсюда по основной лемме
вариационного исчисления следует уравнение (2.79).

Совершенно аналогично доказывается (2.80). Подставим в уравне-
ние (2.3) с непрерывным свободным членом g его решение

ψ(x) = g(x) + µ

b∫
a

ΓK∗(x, y;µ)g(y)dy

и учтём связь резольвент ядер K и K∗. (Проведите подробное
доказательство!)�

Замечание 2.32.
Пусть µ— характеристическое значение ядраK, ν — его правильное

значение из достаточно малой окрестности точки µ. Из (2.79) следу-
ет, что при любом фиксированном y ∈ [a, b] коэффициент c−q(x, y)
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в разложении (2.78) как функция переменной x является собствен-
ной функцией ядра K, отвечающей характеристическому значению µ.
Действительно, подставим (2.78) в уравнение

Γ(x, y; ν) = K(x, y) + ν

b∫
a

K(x, t)Γ(t, y; ν)dt ,

умножим обе части полученного равенства на (ν−µ)q, затем перейдем

к пределу при ν → µ. Тогда получим c−q(x, y) = µ
b∫
a

K(x, t)c−q(t, y)dt.

Совершенно аналогично из (2.80) следует, что при любом фикси-
рованном x ∈ [a, b] коэффициент c−q(x, y) в (2.78) как функция пере-
менной y является собственной функцией ядра, союзного ядру K(x, y)
(докажите!).�

Пример 2.10.

В примере 2.8 найдена резольвента Γ(x, y; ν) =
3xy

3− ν
ядра xy в

квадрате S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}. Точка µ1 = 3 — простой
полюс резольвенты (q = 1). При любом фиксированном y ∈ [0, 1]

функция
◦
ϕ(x) = −3xy удовлетворяет уравнению

◦
ϕ(x) = 3

1∫
0

xt
◦
ϕ(t)dt

(проверьте!).�
Из (2.80) вытекает формула для решения ϕ уравнения (2.1), если

его свободный член f имеет специальный вид. Прежде чем сделать
замечание об этой формуле, дадим важное определение.

Определение 2.8.
Пусть ядро K непрерывно в замкнутом квадрате S. Непрерывную

на [a, b] функцию f(x) называют истокообразно представимой через
ядро K, если существует такая непрерывная на [a, b] функция ω(x),

что f(x) =
b∫
a

K(x, y)ω(y)dy для всех x ∈ [a, b].�

Истокообразная представимость функции f означает, что она
принадлежит множеству значений RanA интегрального оператора

(Aω)(x) =
b∫
a

K(x, y)ω(y)dy.

Замечание 2.33.
Пусть свободный член f в уравнении (2.1) истокообразно предста-

вим через ядро этого уравнения K, и пусть µ — правильное значение
ядра K. Подставляя выражение свободного члена в формулу (2.33),
и изменяя порядок интегрирования в повторном интеграле, получим
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решение в виде

ϕ(x) =

b∫
a

K(x, y)ω(y)dy +

b∫
a

(
µ

b∫
a

K(t, y)Γ(x, t;µ)dt
)
ω(y)dy.

Используя (2.80), приходим к формуле

ϕ(x) =

b∫
a

Γ(x, y;µ)ω(y)dy.�

Замечание 2.34.
При |µ| < |µ1| подставим в (2.79) разложение (2.31) резольвенты

Γ по степеням параметра µ. В левой части равенства (2.79) получим

K(x, y) +

∞∑
n=2

µn−1

b∫
a

K(x, t)Kn−1(t, y)dt ,

а в правой части этого равенства получим

K(x, y) +

b∫
a

( ∞∑
n=2

µn−1K(x, t)Kn−1(t, y)

)
dt. (2.81)

Равенство (2.79) означает, что функциональный ряд в (2.81) можно
проинтегрировать почленно по переменной t на [a, b].

Точно так же равенство (2.80) означает, что функциональный ряд
∞∑
n=2

µn−1Kn−1(x, t)K(t, y) можно проинтегрировать почленно по t на

[a, b].�
Следующее свойство резольвенты основано на её разложении в ряд

Тейлора (2.31) в круге |µ| < |µ1| (см. свойство 2.3). Для фиксиро-
ванного µ из этого круга функцию Γ(x, y;µ) будем рассматривать как
ядро, непрерывное в замкнутом квадрате S. Построим его итериро-
ванные ядра Γn(x, y;µ), n ∈ N.

Лемма 2.6.
Для любых натуральных чисел l и n, l > n, выполнено равенство

l−1∑
j=n

(j − 1)(j − 2) . . . (j − n+ 1) =
1

n
(l − 1)(l − 2) . . . (l − n).

Доказательство для произвольного фиксированного n проводит-
ся индукцией по l (докажите!).�
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Свойство 2.5.
В круге |µ| < |µ1| справедливо равенство

Γn(x, y;µ) =
1

(n− 1)!

∂n−1

∂µn−1
Γ(x, y;µ), n ∈ N. (2.82)

Доказательство проведём индукцией по n. Не будем обосновы-
вать возможность почленного интегрирования функциональных рядов
по переменной t на [a, b].

Проверим, что Γ2(x, y;µ) =
∂

∂µ
Γ(x, y;µ). Напомним, что внутри

круга сходимости ряд Тейлора (2.31) сходится абсолютно, и что его
можно дифференцировать по переменной µ почленно любое число раз.
Кроме того, если два ряда сходятся абсолютно, то и ряд из всевозмож-
ных произведений их членов, составленный в каком угодно порядке,
сходится абсолютно, и его сумма равна произведению сумм этих двух
рядов.

Γ2(x, y;µ) =
b∫
a

Γ(x, t;µ)Γ(t, y;µ)dt =

=
b∫
a

( ∞∑
i=1

µi−1Ki(x, t)
)( ∞∑

j=1
µj−1Kj(t, y)

)
dt =

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

µi+j−2
b∫
a

Ki(x, t)Kj(t, y)dt.

Полагая i+ j = l, получаем

Γ2(x, y;µ) =
∞∑
l=2

µl−2(l − 1)Kl(x, y) =
∂

∂µ
Γ(x, y;µ).

Пусть формула (2.82) выполнена для натурального n; докажем её
для n+ 1. Используем при этом лемму 2.6.

Γn+1(x, y;µ) =
b∫
a

Γ(x, t;µ)Γn(t, y;µ)dt =

=
b∫
a

( ∞∑
i=1

µi−1Ki(x, t)
)( 1

(n− 1)!

∞∑
j=n

(j−1) . . . (j−n+1)µj−nKj(t, y)
)
dt =

=
∞∑
i=1

∞∑
j=n

1

(n− 1)!
µi+j−n−1(j − 1) . . . (j − n+ 1)

b∫
a

Ki(x, t)Kj(t, y)dt.

Полагая i+ j = l, получаем

Γn+1(x, y;µ) =
∞∑

l=n+1

1

(n− 1)!
µl−n−1Kl(x, y)

( l−1∑
j=n

(j−1) . . . (j−n+1)
)

=

=
1

n!

∞∑
l=n+1

(l − 1) . . . (l − n)µl−(n+1)Kl(x, y) =
1

n!

∂n

∂µn
Γ(x, y;µ).�

Свойство 2.6.
Пусть µ — фиксированное правильное значение непрерывного ядра
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K, а µi — ближайшее к µ его характеристическое значение. Тогда в
круге {ν ∈ C

∣∣ |ν−µ| < |µ−µi|} справедливо разложение резольвенты
в ряд Тейлора:

Γ(x, y; ν) =

∞∑
n=1

(ν − µ)n−1Γn(x, y;µ). (2.83)

Доказательство.
Голоморфная в окрестности точки µ функция Γ представима в этой

окрестности рядом Тейлора:

Γ(x, y; ν) =

∞∑
n=1

(ν − µ)n−1
( 1

(n− 1)!

∂n−1

∂νn−1
Γ(x, y; ν)

)∣∣∣∣∣
ν=µ

.

Положим ν = η + µ и запишем это представление в виде

Γ(x, y; η + µ) =

∞∑
n=1

ηn−1
( 1

(n− 1)!

∂n−1

∂ηn−1
Γ(x, y; η + µ)

)∣∣∣∣∣
η=0

.

Из (2.82) получаем (2.83).�
Свойство 2.6 (другая формулировка).
Если при фиксированном правильном значении µ ядра K функцию

Γ(x, y;µ) рассматривать как новое ядро интегрального уравнения

Φ(x)− η
b∫

a

Γ(x, y;µ)Φ(y)dy = F (x), a 6 x 6 b,

с параметром η, то резольвента этого нового уравнения равна
Γ(x, y;µ+ η).

Доказательство.
Пусть µi — ближайшее к µ характеристическое значение ядра K.

Резольвента нового уравнения единственна и при |η| < |µ− µi| имеет

вид
∞∑
n=1

ηn−1Γn(x, y;µ) = Γ(x, y;µ+ η).�

Замечание 2.34.
Формулы (2.1) и (2.33) можно рассматривать как обратные друг

другу при правильном значении µ ядра K. Действительно, равенство
(2.33) можно записать как уравнение относительно функции f(x) с
ядром Γ(x, y;µ) и параметром η = −µ. Тогда его резольвентой будет
Γ(x, y;µ + η), и при η = −µ решение f даётся формулой (2.1), т.к.
Γ(x, y; 0) = K(x, y).�
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Свойство 2.7.
При любых правильных значениях µ и µ+ η непрерывного ядра K

его резольвента удовлетворяет в квадрате S следующим уравнениям:

Γ(x, y;µ+ η) = Γ(x, y;µ) + η

b∫
a

Γ(x, t;µ)Γ(t, y;µ+ η)dt, (2.84)

Γ(x, y;µ+ η) = Γ(x, y;µ) + η

b∫
a

Γ(t, y;µ)Γ(x, t;µ+ η)dt. (2.85)

Доказательство.
Равенство (2.84) следует из второй формулировки свойства 2.6 и

равенства (2.79). Равенство (2.85) следует из того же свойства и ра-
венства (2.80).�

Замечание 2.35.
Доказанные в данном разделе свойства резольвенты сохраняются

и для фредгольмова ядра K, не обязательно непрерывного. При этом
надо считать, что свободный член f в уравнении (2.1) принадлежит
L2[a, b], и что решение уравнения ищем в L2[a, b]. В этом случае, пред-
ставляя ядро в виде K = N + L, надо учесть, что метод последова-

тельных приближений заведомо сходится при |µ| < 1

PL
. Если ядро

K ∈ L2(S), то при правильном µ его резольвента как функция точки
(x, y) тоже является ядром класса L2(S).�

Замечание 2.36.
Если ядро K непрерывно в замкнутом квадрате S, то как функции

одной переменной x непрерывны все Kn(x, x) и Γn(x, x;µ), n ∈ N (для
правильных значений параметра). Поэтому существуют интегралы от
этих функций на отрезке [a, b], называемые их следами. Полагая y = x
в (2.83) и интегрируя функциональный ряд почленно (эта операция
требует отдельного обоснования!), получим равенство

b∫
a

Γ(x, x; ν)dx =

∞∑
n=1

(ν − µ)n−1

b∫
a

Γn(x, x;µ)dx.

В частности, при µ = 0 имеем для |ν| < |µ1|:

b∫
a

Γ(x, x; ν)dx =

∞∑
n=1

νn−1trKn.� (2.86)
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2.8. Ряды Фредгольма.
В теории Фредгольма для произвольного l ∈ N через K

(
ξ1,...,ξl
ζ1,...,ζl

)
принято обозначать определитель матрицы с элементами K(ξi, ζj),
i, j = 1, . . . , l. Рассмотрим определитель K

(
x,t1,...,tn
y,t1,...,tn

)
порядка n + 1;

переменные x, y, t1, . . . , tn здесь независимы. Минор, получаемый
вычёркиванием его первой строки и (j + 1)–го столбца, обозначим че-
рез Vj. Минор, получаемый вычёркиванием первого столбца и (i+ 1)–
ой строки, обозначим через Wi. Миноры V0 и W0 совпадают и равны
K
(
t1,...,tn
t1,...,tn

)
. При j = 1, . . . , n все миноры Vj зависят от y, t1, . . . , tn, а

при i = 1, . . . , n все миноры Wi зависят от x, t1, . . . , tn. Раскрывая
определитель по его первой строке, получим

K
(
x, t1, . . . , tn
y, t1, . . . , tn

)
= K(x, y)V0 +

n∑
j=1

(−1)jK(x, tj)Vj. (2.87)

Раскрывая определитель по первому столбцу, получим

K
(
x, t1, . . . , tn
y, t1, . . . , tn

)
= K(x, y)W0 +

n∑
i=1

(−1)iK(ti, y)Wi. (2.88)

Для n ∈ N введём специальные обозначения n–кратных интегралов:

Bn(x, y) =

b∫
a

. . .

b∫
a︸ ︷︷ ︸

n

K
(
x, t1, . . . , tn
y, t1, . . . , tn

)
dt1 . . . dtn , (2.89)

un =

b∫
a

. . .

b∫
a︸ ︷︷ ︸

n

K
(
t1, . . . , tn
t1, . . . , tn

)
dt1 . . . dtn . (2.90)

Кроме того, положим

u0 = 1, B0(x, y) = K(x, y) . (2.91)

Если ядро K(x, y) непрерывно, то и все функции Bn(x, y) непрерывны.
Лемма 2.7.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно в квадрате S. Тогда при всех n ∈ N

справедливы рекуррентные формулы:

Bn(x, y) = K(x, y)un − n
b∫

a

K(x, t)Bn−1(t, y)dt , (2.92)
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Bn(x, y) = K(x, y)un − n
b∫

a

K(t, y)Bn−1(x, t)dt . (2.93)

Доказательство.
Для доказательства формулы (2.92) в n–кратном интеграле (2.89)

раскроем определительK
(
x,t1,...,tn
y,t1,...,tn

)
по первой строке (см. (2.87)). В ми-

норе V1 и во множителе K(x, t1) переобозначим независимые перемен-
ные: положим t = t1, τ1 = t2, . . ., τn−1 = tn. Тогда V1 = K

(
t,τ1,...,τn−1

y,τ1,...,τn−1

)
.

Вообще, при j > 1 в каждом миноре Vj и во множителе K(x, tj) пе-
реобозначим независимые переменные: положим t = tj, τ1 = t1, . . .,
τj−1 = tj−1, τj = tj+1, . . ., τn−1 = tn. Тогда Vj = (−1)j−1K

(
t,τ1,...,τn−1

y,τ1,...,τn−1

)
;

чтобы убедиться в этом, достаточно j–ую строку минора Vj переме-
стить последовательно вверх в положение первой строки. Отсюда и
получаем формулу (2.92).

Раскрывая определитель по первому столбцу (см. (2.88)), совершен-
но аналогично получим (2.93) (докажите!).�

Замечание 2.37.
Формула (2.92) вместе с (2.90) и (2.91) однозначно определяет

последовательность функций Bn(x, y), которые можно задать в виде
(2.89). Аналогично и формула (2.93) однозначно определяет функции
вида (2.89).�

Замечание 2.38.

un =

b∫
a

Bn−1(x, x)dx , n ∈ N.� (2.94)

По теореме 2.8 резольвента Фредгольма непрерывного ядра K пред-
ставляет собой отношение целых функций переменной µ:

Γ(x, y;µ) =
D(x, y;µ)

D(µ)
. (2.95)

Функцию D(µ) называют определителем Фредгольма, функцию
D(x, y;µ) — первым минором Фредгольма; D(0) = 1. Напомним, что
целая функция — это функция, голоморфная во всей µ–плоскости.
Запишем D(µ) и D(x, y;µ) в виде степенных рядов Фредгольма

D(µ) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
unµ

n , (2.96)

D(x, y;µ) =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
Bn(x, y)µn (2.97)
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и докажем, что их коэффициенты un и Bn(x, y) связаны рекуррентны-
ми формулами (2.92) и (2.93), и что ряды (2.96) и (2.97) с такими
коэффициентами сходятся при всех µ ∈ C. Для доказательства доста-
точно воспользоваться интегральными уравнениями для резольвенты
(2.79) или (2.80) и доказать возможность почленного интегрирова-
ния ряда (2.97) по одной из действительных переменных. Из (2.95)
видно, что при всех правильных значениях µ уравнение (2.79) можно
записать в виде

D(x, y;µ) = K(x, y)D(µ) + µ

b∫
a

K(x, t)D(t, y;µ)dt , (2.98)

а уравнение (2.80) — в виде

D(x, y;µ) = K(x, y)D(µ) + µ

b∫
a

K(t, y)D(x, t;µ)dt . (2.99)

При µ = 0 в силу условия D(0) = 1 имеем u0 = 1, а из (2.98) (или
из (2.99)) при µ = 0 получаем B0(x, y) = K(x, y). Подставим ряды
(2.96), (2.97) в равенства (2.98) и (2.99), проинтегрируем почленно
по переменной t на [a, b] (возможность этой операции будет обоснована
ниже) и сравним коэффициенты при одинаковых степенях переменной
µ в левой и в правой частях равенств. Тогда получим (2.92) и (2.93)
(проверьте!).

Лемма 2.8 (неравенство Адамара∗).
Если все элементы θij определителя Θ порядка n удовлетворяют

неравенствам |θij| 6M , то |Θ| 6Mn
√
nn.

Доказательство см. в [3], гл.2,§3; [13],гл.3,§16.�
Замечание 2.39.
Неравенство Адамара является следствием простого геометриче-

ского факта: объём параллелепипеда в n–мерном пространстве не пре-
вышает произведения длин его рёбер, исходящих из одной вершины.�

Утверждение 2.15.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате S. Тогда ряд

(2.96) с коэффициентами (2.90) при всех µ ∈ C сходится абсолютно;
ряд (2.97) с коэффициентами (2.89) при всех µ ∈ C сходится абсо-
лютно и равномерно по (x, y) в замкнутом квадрате S. При всех µ ∈ C
ряды (2.96), (2.97) удовлетворяют равенствам (2.98) и (2.99).

Доказательство.
Пусть M = max

S
|K(x, y)|. По лемме 2.8 |K

(
t1,...,tn
t1,...,tn

)
| 6 Mn

√
nn. По-

этому имеем оценку |un| 6Mn
√
nn(b−a)n. По признаку Даламбера∗∗

∗Адамар Жак Саломон (1865–1963) — французский математик.
∗∗Д’Аламбер Жан Лерон (1717–1783) — французский математик.
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в предельной форме отсюда при всех значениях µ следует абсолютная
сходимость ряда (2.96) (проверьте!).

Для Bn(x, y) имеем оценку |Bn(x, y)| 6 Mn+1
√

(n+ 1)n+1(b− a)n,
из которой по признаку Даламбера в предельной форме при всех µ сле-
дует абсолютная сходимость ряда (2.97), а по признаку Вейерштрас-
са — его равномерная на S сходимость.

Из равномерной сходимости ряда (2.97) следует возможность инте-
грировать его почленно по t на [a, b] в (2.98) и (2.99). Тогда по лемме
2.7 равенства (2.98) и (2.99) выполнены для всех µ ∈ C, в том числе
и для характеристических значений.�

Пример 2.11.
a = 0, b = 1, K(x, y) = ex−y. Построим D(µ), D(x, y;µ) и резольвен-

ту Γ ядра K, пользуясь рекуррентной формулой (2.92) (или (2.93)),
либо непосредственно вычисляя интегралы (2.89) и (2.90). u0 = 1,
u1 = 1, un = 0 при n > 2; B0(x, y) = ex−y, Bn(x, y) ≡ 0 при n > 1.

Отсюда D(µ) = 1−µ, D(x, y;µ) = ex−y, Γ(x, y;µ) =
ex−y

1− µ
(см. пример

2.9).�
Задача 2.13.
Для ядра K∗(x, y), сопряжённого ядру K(x, y), введём определите-

ли

K∗
(
ξ1, . . . , ξl
ζ1, . . . , ζl

)
= K

(
ζ1, . . . , ζl
ξ1, . . . , ξl

)
Пользуясь этими определениями, докажите следствие 2.6.�

Задача 2.14.
Докажите, что при |µ| < |µ1| справедлива формула

D′(µ)

D(µ)
= −

∞∑
n=1

µn−1trKn. (Указание: используйте (2.86) и (2.94)).�

Замечание 2.40.
Собственные функции непрерывного ядра можно выразить в ви-

де отношения некоторых степенных рядов (по степеням переменной
µ), которые называют минорами Фредгольма. При этом можно дока-
зать, что геометрическая кратность характеристического значения не
превосходит его алгебраической кратности, т.е. кратности корня урав-
нения D(µ) = 0.�

Замечание 2.41.
Результаты данного раздела сохраняются и для ограниченного в S

фредгольмова ядра K, не обязательно непрерывного. Можно доказать,
что ряды Фредгольма являются целыми функциями от µ и в случае
неограниченного фредгольмова ядра.�

Замечание 2.42.
Ряды (2.96) и (2.97) Фредгольм получил, исходя из аппроксимации

интеграла в уравнении (2.1) интегральной суммой.�
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Контрпример 2.4.
Вернёмся к контрпримеру 2.1. Пусть в уравнении

ϕ(x)− µ
+∞∫
−∞

e−|x−y|ϕ(y)dy = f(x) , −∞ < x < +∞ ,

с нефредгольмовым ядром функция f абсолютно интегрируема на R;
решения ϕ ищем в классе абсолютно интегрируемых на R функций.
Обозначим через Φ(ω), κ(ω), F (ω) преобразования Фурье функций
ϕ(x), e−|x|, f(x); легко найти

κ(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−|x|e−iωxdx =
2√

2π(1 + ω2)
.

Применим преобразование Фурье к обеим частям уравнения
и воспользуемся теоремой о преобразовании Фурье свёртки:

Φ(ω) − 2µ

1 + ω2
Φ(ω) = F (ω). Если µ ∈ R, µ >

1

2
, то в выбран-

ном классе функций решений ϕ нет. Для всех остальных µ ∈ C

получаем Φ(ω) =
1 + ω2

1− 2µ+ ω2
F (ω). Тогда, вычисляя обратное

преобразование Фурье, имеем

ϕ(x) = f(x) +
1√
2π

+∞∫
−∞

2µ

1− 2µ+ ω2
F (ω)eiωxdω .

Запишем это решение в виде

ϕ(x) = f(x) + µ

+∞∫
−∞

Γ(x− y;µ)f(y)dy .

Ясно, что преобразование Фурье функции Γ(x;µ) равно
2√

2π(1− 2µ+ ω2)
. Вычисляя обратное преобразование Фурье,

найдем

Γ(x;µ) =
1

π

+∞∫
−∞

eiωx

1− 2µ+ ω2
dω .

Для этого воспользуемся леммой Жордана, учитывая знак x, и вы-
числим интеграл при помощи вычетов:

Γ(x;µ) =
1√

1− 2µ
exp{−

√
1− 2µ|x|} .

87



функция
√

1− 2µ не является целой: точка µ =
1

2
— её точка

ветвления.�
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Задачи к главе 1.
1. Докажите, что интегральное уравнение

ϕ(x)− µ
b∫

a

K(x, y)F (y, ϕ(y))dy = (b− a)−1[(c
2
− c

1
)x+ (c

1
b− c

2
a)]

с ядром K(x, y) =

{
(b− x)(y − a)(b− a)−1, a 6 y 6 x,

(x− a)(b− y)(b− a)−1, x 6 y 6 b,
эквивалентно краевой задаче
ϕ′′(x) + µF (x, ϕ(x)) = 0, ϕ(a) = c

1
, ϕ(b) = c

2
.

2. Пусть α > 0. Проверьте, что разрывная функция

ϕ(x) =


1, 0 6 x < α,
1

2
, x = α,

0, x > α

удовлетворяет на 0 6 x < +∞ каждому из уравнений
+∞∫
0

cos(xy)ϕ(y) dy =
sin(αx)

x
,

+∞∫
0

sin(xy)ϕ(y) dy =
1− cos(αx)

x
.

3. Найдите на 0 6 x < +∞ непрерывное решение уравнения
+∞∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy = e−
x2

2 с ядром K(x, y) =

√
2

π
cos(xy).

4. Найдите на 0 6 x < +∞ непрерывное решение уравнения
+∞∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy = xe−
x2

2 с ядром K(x, y) =

√
2

π
sin(xy).

5. Найдите на 0 6 x < +∞ непрерывное решение уравнения

+∞∫
0

sin(xy)ϕ(y)dy = f(x) =

{π
2

sinx, 0 6 x 6 π,

0, x > π.

6. Найдите на 0 6 x < +∞ непрерывное решение уравнения
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+∞∫
0

sin(xy)ϕ(y)dy = f(x) =


π

2
cosx, 0 6 x < π,

−π
4
, x = π

0, x > π.

7. Найдите неограниченное непрерывное на 0 < x < +∞ решение
уравнения √

2

π

+∞∫
0

sin(xy)ϕ(y)dy =
1√
x
.

8. Найдите неограниченное непрерывное на 0 < x < +∞ решение
уравнения √

2

π

+∞∫
0

cos(xy)ϕ(y)dy =
1√
x
.

9. Пусть функции K и f зависят от одной действительной перемен-
ной, K ∈ L2(−∞,+∞), f ∈ L2(−∞,+∞). Решение ϕ уравнения

ϕ(x)−
+∞∫
−∞

K(x− y)ϕ(y)dy = f(x), −∞ < x < +∞,

будем искать в классе функций L2(−∞,+∞). Обозначим че-
рез Φ(ω), κ(ω), F (ω) преобразования Фурье функций ϕ, K, f :

Φ(ω) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−iωxϕ(x)dx и так же для κ и F . Докажите, что если

при всех ω ∈ R выполнено условие 1−
√

2πκ(ω) 6= 0, то

ϕ(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

F (ω)

1−
√

2πκ(ω)
eiωxdω =

= f(x) +
1√
2π

+∞∫
−∞

√
2πκ(ω)

1−
√

2πκ(ω)
F (ω)eiωxdω.
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10. При каких значениях µ ∈ C уравнение

◦
ϕ(x)− µ

1∫
0

◦
ϕ

2
(y)dy = 0

имеет в L̃2[0, 1] нетривиальные решения? Найдите все значения пара-
метра µ, при которых уравнение

ϕ(x)− µ
1∫

0

ϕ2(y)dy = 1

имеет в L̃2[0, 1] действительные решения; найдите все такие ре-
шения; найдите все комплексные решения этого уравнения.

11. При каких значениях µ ∈ C уравнение

◦
ϕ(x)− µ

1∫
0

xy2 ◦ϕ
2
(y)dy = 0

имеет в C[0, 1] нетривиальные решения? Найдите все значения пара-
метра µ, при которых уравнение

ϕ(x)− µ
1∫

0

xy2ϕ2(y)dy = x

имеет в C[0, 1] действительные решения; найдите все такие решения;
найдите все комплексные решения этого уравнения.

Задачи к главе 2.
1. Докажите,что геометрическая кратность r характеристического

значения µ непрерывного ядра K конечна и удовлетворяет неравен-
ству r 6 |µ|2P 2

K.

2. Сформулируйте теоремы Фредгольма в терминах союзных
уравнений.
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3. Выполнены ли для уравнения ϕ(x) − 2
1∫
0

x2yϕ(y)dy = 1,

0 6 x 6 1, условия теоремы 2.5? Выполнены ли условия теоре-
мы 2.6? Является ли решение ϕ непрерывной функцией? Выбрав
начальное приближение ϕ0(x) ≡ 1, постройте последователь-
ность {ϕm(x)} и найдите ϕ(x) = lim

m→∞
ϕm(x). Проверьте, что

ϕ(x) удовлетворяет задаче о неподвижной точке отображения

(Bϕ)(x) = 2
1∫
0

x2yϕ(y)dy + 1. Найдите решение уравнения в виде

ϕ(x) = 1 + 2px2, где p =
1∫
0

yϕ(y)dy = const.

4. Найдите непрерывное решение уравнения

ϕ(x)− µ
+∞∫
0

e−(x+y)ϕ(y)dy = x, 0 6 x < +∞,

методом последовательных приближений с начальным приближени-
ем ϕ0(x) ≡ 0; при каких µ последовательные приближения сходятся
к точному решению? Найдите непрерывное решение этого уравнения
как уравнения с вырожденным ядром. Найдите резольвенту Фредголь-
ма.

5. Найдите непрерывное решение уравнения

ϕ(x)−
1∫

0

(x+ y)ϕ(y)dy =
x

2
− 1

3
, 0 6 x 6 1,

решая его как уравнение с вырожденным ядром. Найдите резольвенту
Фредгольма. Сравните µ = 1 с характеристическими числами.

6. a = −1, b = 1; γ(x) =

{
0, −1 6 x 6 0,

x, 0 6 x 6 1.
Решите задачу 2.10 раздела 2.5 для следующих ядер:
1.) xy; 2.) xy3; 3.) 3|x|γ(y)−4x2γ(−y); 4.) 3γ(x)y+5γ(−x)y3;
5.) 3γ(x)|y|+ 4γ(−x)y2; 6.) 3xγ(y)−5x3γ(−y); 7.) 3xy−5x2y2;
8.) 5x2y−3xy2; 9.) 3xy+5x2y2; 10.) 12(xγ2(y)+γ(x)y).

7. Пусть K(x, y) =
l∑

i=1
ξi(x)ζi(y), где система функций {ξi}li=1 не
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обязательно линейно независима на a 6 x 6 b, а система функ-
ций {ζi}li=1 не обязательно линейно независима на a 6 y 6 b.
Выберем в {ξi}li=1 какую–либо наибольшую линейно независимую
подсистему ξi1, . . . , ξik . Тогда для всех номеров i имеем разложения

ξi(x) =
k∑
s=1

uiisξis(x)с коэффициентами uiis. Выберем в {ζj}lj=1 какую–

либо наибольшую линейно независимую подсистему ζj1, . . . , ζjn. Тогда

для всех номеров j имеем разложения ζj(y) =
n∑
t=1

vjjtζjt(y) с коэффи-

циентами vjjt. Ядро K принимает вид K(x, y) =
k∑
s=1

n∑
t=1

wisjtξis(x)ζjt(y),

где wisjt =
l∑

i=1
uiisvijt (проверьте!).

Докажите, что ядро K можно представить в виде

K(x, y) =
m∑
i=1

αi(x)βi(y), где система функций {αi}mi=1 линейно

независима на a 6 x 6 b, и каждая из них является линейной
комбинацией функций ξi1, . . . , ξik , а система функций {βi}mi=1 линейно
независима на a 6 y 6 b, и каждая из них является линейной
комбинацией функций ζj1, . . . , ζjn.

8. Докажите, что всякий многочлен от двух переменных x и y

можно представить в виде
m∑
i=1

αi(x)βi(y), где {αi}mi=1 — линейно неза-

висимая система многочленов от x, а {βi}mi=1 — линейно независимая
система многочленов от y.

9. Приведите к виду вырожденного ядра многочлен
xy + x2y2 + x3(y + y2) + (x+ x2)(y + 2y2).

10. Пусть абсолютно сходится числовой ряд
∞∑
i=1

ui, и n — фиксиро-

ванное натуральное число. Докажите, что последовательность три-

гонометрических многочленов N(m)(x, y) =
m∑
i=1

ui sin(ix) cos((i + n)y)

при m→ +∞ равномерно на квадрате S = {0 6 x 6 2π, 0 6 y 6 2π}
сходится к непрерывному ядру K(x, y). Будет ли вырожденным ядро
K, если множество отличных от нуля чисел ui бесконечно? Найдите
резольвенту Фредгольма ядра N(m).
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11. Пусть абсолютно сходится числовой ряд
∞∑
i=1

ui, и n — фиксиро-

ванное натуральное число. Докажите, что последовательность три-

гонометрических многочленов N(m)(x, y) =
m∑
i=1

ui sin(ix) sin((i + n)y)

при m → +∞ равномерно на квадрате S = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π}
сходится к непрерывному ядру K(x, y). Будет ли вырожденным
ядро K, если множество отличных от нуля чисел ui бесконечно?
При 1 6 m 6 2n найдите резольвенту Фредгольма ядра N(m).
Для каждого целого неотрицательного числа l докажите, что если
nl < m 6 n(l + 1), то резольвента ядра N(m) является многочленом
от µ степени не выше l.

12. Верно ли, что резольвента суммы двух ядер равна сумме
их резольвент? Найдите резольвенты ядер x, y, x + y в квадрате
S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}.

13. Проверьте равенства (2.79) и (2.80) для ядер x, y, x + y в
квадрате S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1} и их резольвент.

14. Докажите, что при правильном значении µ непрерывного ядра
K его резольвента Γ удовлетворяет уравнению

∂

∂µ
Γ(x, y;µ) =

b∫
a

Γ(x, t;µ)Γ(t, y;µ)dt.

15. Пусть Γ — резольвента непрерывного ядра K, µ — его правиль-
ное значение, Γn(x, y;µ) — n–ое итерированное ядро ядра Γ(x, y;µ).
Докажите, что Γn(x, y; 0) = Kn(x, y).

16. a = 0, b = 1. Для следующих ядер K(x, y) найдите ряды Фред-
гольма D(µ) и D(x, y;µ). Проверьте, находя резольвенты этих вырож-
денных ядер.

1.) x; 2.) y; 3.) x+ y; 4.) x− y; 5.) x2y + xy2.
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Ответы задач к главе 1.

3. ϕ(x) = e−
x2

2 . 4. ϕ(x) = xe−
x2

2 . 5. ϕ(x) =
sin(πx)

1− x2
.

6. ϕ(x) =
x sin(πx)

1− x2
. 7 и 8. ϕ(x) =

1√
x
. Указание:

+∞∫
0

sin t√
t
dt =

+∞∫
0

cos t√
t

=

√
π

2
.

10. При всех µ 6= 0 уравнение с нулевым свободным членом имеет

единственное нетривиальное решение
◦
ϕ(x) ≡ 1

µ
. Уравнение с равным 1

свободным членом при µ = 0 имеет одно решение ϕ(x) ≡ 1, при µ =
1

4
имеет одно решение ϕ(x) ≡ 2, при каждом ненулевом действительном

µ <
1

4
имеет два действительных решения ϕ(x) ≡ 1±

√
1− 4µ

2µ
, при

всех остальных комплексных µ имеет по два комплексных постоянных
решения.

11. При всех µ 6= 0 уравнение с нулевым свободным членом

имеет единственное нетривиальное решение
◦
ϕ(x) =

5

µ
x. Уравнение

со свободным членом x при µ = 0 имеет одно решение ϕ(x) = x,

при µ =
5

4
имеет одно решение ϕ(x) = 2x, при каждом ненуле-

вом действительном µ <
5

4
имеет два действительных решения

ϕ(x) =
x

2µ
(5±

√
25− 20µ), при всех остальных комплексных µ имеет

по два комплексных решения.

Ответы задач к главе 2.
1. Характеристическое значение µ 6= 0. Пусть ϕ1, . . . , ϕm — лю-

бые линейно независимые на отрезке [a, b] собственные функции яд-
ра K, отвечающие этому значению µ. Без ограничения общности
можно считать, что они образуют ортонормированную систему; в
противном случае применим к ним процесс ортогонализации. Ра-

венства
ϕi(x)

µ
=

b∫
a

K(x, y)ϕi(y)dy, i = 1, . . . ,m, запишем в виде

ϕi(x)

µ
=

b∫
a

K(x, y)ϕi(y)dy. Это значит, что при фиксированном x число
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ϕi(x)

µ
является коэффициентом Фурье функции K(x, y) переменной y.

Запишем неравенство Бесселя:
m∑
i=1

∣∣∣ϕi(x)

µ

∣∣∣2 6 b∫
a

|K(x, y)|2dy

(операции комплексного сопряжения здесь можно убрать). Проинте-
грируем обе части этого неравенства по переменной x на [a, b] и учтём,
что функции ϕi нормированы. Тогда получим

m

|µ|2
=

m∑
i=1

1

|µ|2
6

b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy = P 2
K.

Итак, m 6 |µ|2P 2
K.

3. Условия теоремы 2.5 не выполнены. Условия теоремы 2.6 выпол-
нены. Решение ϕ непрерывно на [0, 1]. ϕ(x) = 2x2 + 1.

4. ϕ(x) = x +
2µ

2− µ
e−x. Последовательные приближения сходятся

при |µ| < 2. Γ(x, y;µ) =
2

2− µ
e−(x+y).

5. ϕ(x) = x. Γ(x, y;µ) см. в задаче 12. µ1,2 = −6 ± 4
√

3.
|µ1| < 1 < |µ2|.

7. Указание. Упрощая обозначения, рассмотрим ядро

K(x, y) =
k∑
s=1

n∑
t=1

wstγs(x)δt(y), где система функций {γs}ks=1 ли-

нейно независима и система функций {δt}nt=1 линейно независима.
Матрицу заданных коэффициентов wst обозначим через W . Надо

доказать, что K(x, y) =
m∑
i=1

αi(x)βi(y),где m = rangW , система

функций {αi}mi=1 линейно независима, и каждая из них является
линейной комбинацией функций {γs}ks=1, а система функций {βi}mi=1
линейно независима, и каждая из них является линейной комбинацией
функций {δt}nt=1. Доказательство основано на теореме о базисном
миноре матрицы W (не ограничивая общности, можно полагать, что
матрица базисного минора находится в левом верхнем углу матрицы
W ).
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9. (2x+x3)(y+y2)+x2(y+3y2) = y(2x+x2 +x3)+y2(2x+3x2 +x3).

10. Γ(x, y;µ) = N(m)(x, y).

11. Если 1 6 m 6 n, то Γ(x, y;µ) = N(m)(x, y). Если n < m 6 2n,

то Γ(x, y;µ) = N(m)(x, y) +
πµ

2

m−n∑
i=1

uiui+n sin(ix) sin((i+ 2n)y).

12. Γx(x, y;µ) =
2x

2− µ
, Γy(x, y;µ) =

2y

2− µ
,

Γx+y(x, y;µ) =
(12xy − 6x− 6y + 4)µ+ 12(x+ y)

12− 12µ− µ2
.

97



Литература.

Основная литература.

1. Петровский И.Г. Лекции по теории интегральных уравнений.
— М.: Наука,1965. —127с.

2. Смирнов В.И. Курс высшей математики. Т.IV, часть первая, гл.1.
— М.: Наука, 1974. — 336с.

3. Привалов И.И. Интегральные уравнения. — М.:URSS, Книжный
дом

”
Либроком“ , 2010. — 248с.

4. Михлин С.Г. Интегральные уравнения и их приложения к некото-
рым проблемам механики, математической физики и техники. Часть
1. — М.: ОГИЗ, 1949. — 380с.

5. Денисов А.М. Введение в теорию обратных задач. Гл.2, §7. — М.:
Издательство Московского университета, 1994. — 206с.

Дополнительная литература.

6. Бицадзе А.В. Уравнения математической физики. Введение, §4.
Гл.4. — М.: Наука, 1976. — 296с.

7. Арсенин В.Я. Методы математической физики и специальные
функции. Гл.9, 11, 12. — М.: Наука,1974. — 431с.

8. Васильева А.Б. Интегральные уравнения./А.Б. Васильева,
Н.А.Тихонов.— М.: Издательство Московского университета, 1989. —
157с.

9. Волков В.Т. Интегральные уравнения. Вариационное исчисление.
Курс лекций. Гл. 1, 3./В.Т. Волков, А.Г. Ягола. — М.: КДУ, 2008. —
139с.

10. Волков В.Т. Интегральные уравнения. Вариационное исчис-
ление. Методы решения задач. Темы 1–7./В.Т. Волков, А.Г. Ягола.
— М.:КДУ, 2007. — 138с.

11. Краснов М.Л. Интегральные уравнения. Введение в теорию.
— М.:URSS, Издательство

”
Комкнига“, 2006. — 304с.

12. Краснов М.Л. Интегральные уравнения. Задачи и примеры с по-
дробными решениями. /М.Л. Краснов, А.И. Киселёв, Г.И. Макаренко.
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Глава 3.
Интегральные уравнения Вольтерры 2-го рода.

В данной главе будем изучать уравнения 2-го рода ϕ−µAϕ = f , в ко-

торых интегральный оператор Вольтерры (Aϕ)(x) =
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy

имеет переменный предел интегрирования. Как и в главе 2, обычно
будем считать, что независимые переменные x и y изменяются на ко-
нечном отрезке [a, b]. Уравнение Вольтерры

ϕ(x)− µ
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, (3.1)

является важным частным случаем уравнения (1.1).

3.1. Оператор Вольтерры в пространстве непрерывных
функций.

Будем искать непрерывные на отрезке [a, b] решения уравнения
(3.1). Поэтому сделаем некоторые предположения о ядре K и сво-
бодном члене f . Функцию K(x, y) считаем непрерывной в замкнутом
треугольнике T = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 x}, а в остальной части квад-
рата S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}, т.е. при y > x, полагаем K(x, y) = 0.
На диагонали y = x квадрата S ядро может иметь разрыв 1-го рода,
если окажется, что K(x, x) 6= 0. Такое ядро ограничено в замкнутом
квадрате S : M = max

S
|K(x, y)| < ∞. Покажем, что в этом случае

интегральный оператор A действует из C[a, b] в C[a, b].
Утверждение 3.1
Пусть ядро K удовлетворяет в квадрате S сделанным выше пред-

положениям. Если ϕ ∈ C[a, b], то Aϕ ∈ C[a, b].
Доказательство.
Выберем произвольную непрерывную на отрезке [a, b] функцию ϕ.

Фиксируем произвольное x0 ∈ [a, b] и докажем непрерывность функ-
ции (Aϕ)(x) в точке x0.

Введём обозначение: N = max
a6x6b

|ϕ(x)|. Выберем произвольное ε > 0

и оценим величину κ(x, x0) = |(Aϕ)(x)− (Aϕ)(x0)| =

= |
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy −
x0∫
a

K(x0, y)ϕ(y)dy|.

Пусть x > x0 = a. Тогда (Aϕ)(a) = 0, и будет выполнено неравен-

ство κ(x, a) = |
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy| 6
x∫
a

|K(x, y)||ϕ(y)|dy 6MN(x−a) < ε,

если выбрать x из условия a 6 x < a+
ε

MN
.
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Пусть x0 > a. Если x > x0, то

κ(x, x0) =
∣∣∣x0∫
a

(K(x, y)−K(x0, y))ϕ(y)dy +
x∫
x0

K(x, y)ϕ(y)dy
∣∣∣ 6

6
x0∫
a

∣∣K(x, y)−K(x0, y)
∣∣|ϕ(y)|dy +

x∫
x0

∣∣K(x, y)
∣∣|ϕ(y)|dy.

Если x 6 x0, то

κ(x, x0) =
∣∣∣ x∫
a

(K(x, y)−K(x0, y))ϕ(y)dy −
x0∫
x

K(x0, y)ϕ(y)dy
∣∣∣ 6

6
x∫
a

∣∣K(x, y)−K(x0, y)
∣∣|ϕ(y)|dy +

x0∫
x

∣∣K(x0, y)
∣∣|ϕ(y)|dy.

В замкнутом треугольнике T непрерывная функция двух перемен-
ных K(x, y) равномерно непрерывна: для любого числа γ > 0 найдется
такое число δ = δ(γ) > 0, что для каждой пары точек (x, y) и (x0, y0)

в T , удовлетворяющих условию
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ, будет вы-
полнено неравенство

∣∣K(x, y) − K(x0, y0)
∣∣ < γ. Поэтому при всех y,

удовлетворяющих неравенствам a 6 y 6 min{x, x0}, из неравенства
|x − x0| < δ будет следовать неравенство

∣∣K(x, y) − K(x0, y)
∣∣ < γ.

Тогда в обоих случаях расположения x и x0 получим неравенство
κ(x, x0) 6 γN(b − a) + MN |x − x0| < ε, если выберем γ = γ(ε) из
условия γ <

ε

2N(b− a)
, а точку x из условия

|x− x0| < min{δ(γ(ε)),
ε

2MN
}.�

Из утверждения 3.1 следует, что в задаче нахождения непрерывного
решения уравнения (3.1) надо полагать f ∈ C[a, b].

Докажем некоторые свойства итерированных ядер интегрального
оператора Вольтерры.

Утверждение 3.2.
Пусть ядро K удовлетворяет в квадрате S предположениям, сде-

ланным в начале данного раздела: K ∈ C(T ) и K(x, y) = 0 при y > x.
Тогда при n > 2 итерированные ядра Kn выражаются формулой

Kn(x, y) =


x∫
y

K(x, t)Kn−1(t, y)dt, если y 6 x;

0, если y > x .

Доказательство.
В формуле

K2(x, y) =

b∫
a

K(x, t)K(t, y)dt (3.2)

имеем K(x, t) = 0 при t > x и K(t, y) = 0 при t < y. Если x < y,
то три числа x, y, t связаны одним из трех двойных неравенств: либо
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t 6 x < y, либо x < t < y, либо x < y 6 t. То есть, если x < y, то либо
t > x, либо t < y. Поэтому K2(x, y) = 0 при x < y. Если же x > y,
то в (3.2) подынтегральная функция может быть отличной от нуля
только при y 6 t 6 x. Этим доказано утверждение для n = 2. А для
произвольного натурального n > 2 утверждение следует из формулы

Kn(x, y) =
b∫
a

K1(x, t)Kn−1(t, y)dt индукцией по n.�

Утверждение 3.3.
Пусть K ∈ C(T ) и K(x, y) = 0 при y > x. Для любого n > 2 при

y 6 x справедлива оценка
∣∣Kn(x, y)

∣∣ 6 Mn(x− y)n−1

(n− 1)!
.

Доказательство.
Формально при y < x эта оценка верна и для n = 1:∣∣K(x, y)

∣∣ 6 M

0!
. При n = 2 оценка следует из утверждения 3.2:∣∣K2(x, y)

∣∣ 6 x∫
y

∣∣K(x, t)
∣∣∣∣K(t, y)

∣∣dt 6 M2(x− y)

1!
.

Теперь, пользуясь утверждением 3.2 при n > 2, индукцией по n
получаем требуемую оценку при всех натуральных n > 2. Шаг индук-
ции:∣∣Kn(x, y)

∣∣ =
∣∣∣ x∫
y

K1(x, t)Kn−1(t, y)dt
∣∣∣ 6 x∫

y

∣∣K1(x, t)
∣∣∣∣Kn−1(t, y)

∣∣dt 6
6M · M

n−1

(n− 2)!

x∫
y

(t− y)n−2dt =
Mn

(n− 2)!
· (x− y)n−1

(n− 1)
.�

Следствие 3.1.
Если K ∈ C(T ) и K(x, y) = 0 при y > x, то для всех n > 2 на

диагонали y = x квадрата S имеем Kn(x, x) = 0. Поэтому при n > 2
все итерированные ядра Kn(x, y) непрерывны в замкнутом квадрате
S.�

Следствие 3.2.
В тех же предположениях о ядре K для любого n ∈ N в замкнутом

квадрате S справедлива оценка∣∣Kn(x, y)
∣∣ 6 Mn(b− a)n−1

(n− 1)!
. (3.3)

3.2. Построение решения интегрального уравнения Воль-
терры 2-го рода методом последовательных прибли-
жений. Резольвента Фредгольма уравнения Вольтер-
ры.

Для уравнения (3.1) сохраняются все факты теории Фредгольма.
В чём же особенность этого случая?
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Будем решать уравнение (3.1) в пространстве C[a, b] методом по-
следовательных приближений: выберем ϕ0(x) = f(x) ∈ C[a, b] и по-
строим последовательность функций {ϕm} по рекуррентной формуле

ϕm(x) = f(x) + µ

x∫
a

K(x, y)ϕm−1(y)dy ; (3.4)

коротко: ϕm = f + µAϕm−1, m ∈ N. По утверждению 3.1 все
ϕm ∈ C[a, b].

Теорема 3.1
Пусть в уравнении (3.1) ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом тре-

угольнике T и K(x, y) = 0 при y > x. Пусть функция f(x) непрерывна
на отрезке [a, b]. Тогда при всех µ ∈ C непрерывное на [a, b] решение
ϕ(x) уравнения (3.1) существует, непрерывное решение единственно,
последовательные приближения ϕm(x) равномерно на [a, b] сходятся к
ϕ(x) при m→ +∞.

Доказательство.
Как и в доказательстве теоремы 2.5 имеем ϕm = f + µAϕm−1 =

= f +µAf +µ2A2f + . . .+µmAmf , т.е. функция ϕm(x) является m–ой
частичной суммой ряда Неймана:

∞∑
n=0

µn(Anf)(x) = f(x) +

∞∑
n=1

µn
b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy . (3.5)

Оценим общий член этого функционального ряда при n > 1, поль-
зуясь следствием 3.2:∣∣∣µn b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy
∣∣∣ 6 |µ|n · Mn(b− a)n−1

(n− 1)!
·Mf (b− a),

где Mf = max
a6y6b

|f(y)| = ‖f‖C[a,b]. Поэтому числовой ряд

Mf ·
(

1 +

∞∑
n=1

|µ|nMn(b− a)n

(n− 1)!

)
(3.6)

мажорирует функциональный ряд (3.5). По признаку Даламбера чис-
ловой ряд (3.6) сходится при всех µ ∈ C. Отсюда по признаку Вей-
ерштрасса функциональный ряд Неймана (3.5) сходится абсолютно и
равномерно на [a, b] при всех µ ∈ C.

Все члены функционального ряда (3.5) суть непрерывные на
[a, b] функции. Действительно, по предположению f ∈ C[a, b], тогда
Af ∈ C[a, b] по утверждению 3.1; по следствию 3.1 при n > 2 все ядра
Kn(x, y) непрерывны в замкнутом квадрате S, поэтому Anf ∈ C[a, b].
Ряд (3.5) сходится равномерно. Поэтому и его сумма — непрерывная
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функция ϕ(x). Итак, {ϕm} ⇒
m→∞

ϕ ∈ C[a, b]. Тогда в формуле (3.4)

можно перейти к пределу при m→ +∞, вычисляя предел под знаком
интеграла:

ϕ(x) = f(x) + µ

x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy, a 6 x 6 b

(докажите этот предельный переход как в теореме 2.5). Таким образом,
ϕ(x) — решение интегрального уравнения (3.1).

Докажем, что других непрерывных решений у уравнения (3.1) нет.
Допустим, что ещё функция θ(x) является непрерывным решением
уравнения (3.1) на [a, b]. Тогда функция ω(x) = ϕ(x) − θ(x) удовле-
творяет однородному уравнению

ω(x) = µ

x∫
a

K(x, y)ω(y)dy . (3.7)

Следовательно, справедлива оценка

|ω(x)| 6 |µ|M max
a6y6b

|ω(y)| · (x− a) . (3.8)

Но тогда из (3.7) в силу (3.8) следует оценка

|ω(x)| 6 |µ|2M2‖ω‖C[a,b] ·
x∫
a

(y − a)dy, и вообще:

|ω(x)| 6 |µ|nMn‖ω‖C[a,b] ·
(x− a)n

n!
для любого n ∈ N при всех

x ∈ [a, b]. Отсюда

max
a6x6b

|ω(x)| = ‖ω‖C[a,b] 6
1

n!
· |µ|nMn(b−a)n‖ω‖C[a,b] −→

n→∞
0. Поэто-

му ‖ω‖C[a,b] = 0, т.е. ω(x) ≡ 0.�
Следствие 3.3
Интегральный оператор Вольтерры не имеет характеристических

чисел.�
Замечание 3.1.
Доказанную в теореме 3.1 сходимость ряда Неймана (3.5) назы-

вают факториальной сходимостью. Именно она определяет отличие
теоремы 3.1 от теоремы 2.5: для оператора Вольтерры ряд Неймана
сходится при всех µ ∈ C. Поскольку все значения µ оказываются пра-
вильными, параметр µ в уравнение (3.1) часто вовсе не вводят.�

Замечание 3.2.
Мажоранту (3.6) можно уточнить. Для этого учтём, что

(Anf)(x) = [A(An−1f)](x) =
x∫
a

K(x, y)[(An−1f)(y)]dy.
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Тогда справедливы оценки

|f(x)| 6Mf ; |(Af)(x)| 6
x∫
a

|K(x, y)||f(y)|dy 6MMf (x− a);

|(A2f)(x)| =
∣∣∣∣ x∫
a

K(x, y)[(Af)(y)]dy

∣∣∣∣ 6 x∫
a

|K(x, y)||(Af)(y)|dy 6

6M2Mf

x∫
a

(y − a)dy = Mf ·
M2(x− a)2

2
;

и вообще, индукцией по n получаем |(Anf)(x)| 6 Mf ·
Mn(x− a)n

n!
для всех n ∈ N. Поэтому ряд Неймана (3.5) можно мажорировать

числовым рядомMf ·
(

1+
∞∑
n=1

|µ|nMn(b− a)n

n!

)
= Mf exp{|µ|M(b−a)},

и для решения ϕ уравнения (3.1) выполнена оценка

‖ϕ‖C[a,b] 6Mf exp{|µ|M(b− a)}. (3.9)

�
Построим резольвенту Фредгольма Γ ядра K, удовлетворяющего

предположениям теоремы 3.1 (для этого в уравнении (3.1) параметр
µ надо сохранить). В силу следствия 3.2 функциональный ряд

Γ(x, y;µ) =

∞∑
n=1

µn−1Kn(x, y) (3.10)

сходится абсолютно и равномерно на S при любом фиксированном
µ ∈ C, т.е. резольвента интегрального оператора Вольтерры является
целой аналитической функцией параметра µ. При y > x из утвержде-
ния 3.2 следует Γ(x, y;µ) = 0. Поэтому интегральное представление
(2.33) решения ϕ уравнения (3.1) имеет вид

ϕ(x) = f(x) + µ

x∫
a

Γ(x, y;µ)f(y)dy . (3.11)

При любом фиксированном µ резольвента является непрерывной
функцией переменных x, y в замкнутом треугольнике T ; отсюда и
из (3.11) снова видно, что если f ∈ C[a, b], то и решение ϕ ∈ C[a, b].

Замечание 3.3
В условиях теоремы 3.1 интегральный оператор Вольтерры A дей-

ствует из пространства C[a, b] в C[a, b] и является непрерывным (см.
пример 1.1). Формула (3.11) означает, что при всех µ ∈ C существует
непрерывный оператор (E − µA)−1, обратный к оператору E − µA.
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Пример 3.1.
Найдём непрерывное решение уравнения

ϕ(x)− µ
x∫

0

ex−yϕ(y)dy = f(x), 0 6 x 6 b; f ∈ C[0, b] . (3.12)

Пользуясь утверждением 3.2, для ядра

K(x, y) =

{
ex−y, если 0 6 y 6 x;

0, если y > x,
вычислим итерированные ядра:

K2(x, y) =


x∫
y

ex−tet−ydt, 0 6 y 6 x;

0, y > x

 =

{
(x− y)ex−y, 0 6 y 6 x;

0, y > x;

и вообще при всех n ∈ N

Kn(x, y)=


x∫
y

ex−tKn−1(t, y)dt, 06y6x;

0, y > x

=


(x− y)n−1

(n− 1)!
ex−y, 06y6x;

0, y > x.

Резольвента Фредгольма оператора (Aϕ)(x) =
x∫
0

ex−yϕ(y)dy имеет вид

Γ(x, y;µ) =

ex−y
∞∑
n=1

µn−1 · (x− y)n−1

(n− 1)!
= e(µ+1)(x−y), 0 6 y 6 x;

0, y > x.

Поэтому по формуле (3.11) получаем решение:

ϕ(x) = f(x) + µ

x∫
0

e(µ+1)(x−y)f(y)dy . (3.13)

Уравнение (3.12) можно решить по-другому, если предположить,
что f ∈ C1[0, b]. Тогда будем искать решения ϕ в классе функций
C1[0, b], которые удовлетворяют условию ϕ(0) = f(0) (это условие
следует из (3.12) при x = 0). Продифференцируем по x уравнение
(3.12), пользуясь правилом Лейбница∗. Тогда функция ϕ удовлетво-
ряет задаче Коши для обыкновенного дифференциального уравнения
1–го порядка:{
ϕ′(x)− (µ+ 1)ϕ(x) = f ′(x)− f(x),

ϕ(0) = f(0).
Решая эту задачу, снова получаем (3.13) (проверьте!).

∗ Лейбниц Готфрид Вильгельм (1646–1716) — немецкий математик.
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Заметьте, что уравнение (3.12) можно решать не на отрезке [0, b], а
на луче [0,+∞), если функция f определена на этом луче. Заметьте,
что уравнение (3.12) имеет разностное ядро K.�

Замечание 3.4.
Интегральный оператор Вольтерры учитывает

”
предысторию“ про-

цесса: для такого оператора A значение функции (Aϕ)(x) в любой точ-
ке x > a определяется только значениями функции ϕ(y) при y 6 x.
А формула (3.11) показывает, что решение уравнения (3.1) в каждой
точке x > a определяется только значениями функции f(y) при y 6 x.
Это означает, что если при x > b свойства ядра K и свободного члена
f сохраняются, то решение уравнения (3.1) можо продолжить правее
точки b. Сначала можно построить решение ϕ на отрезке a 6 x 6 b,а
для x > b это уравнение можно представить в виде

ϕ(x)− µ
x∫
b

K(x, y)ϕ(y)dy = µ
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy + f(x) ,

где в правой части равенства записана уже известная функция пере-
менной x.

Для уравнения Фредгольма (2.1) на отрезке построить его решение
только на части этого отрезка, вообще говоря, невозможно. Решение ϕ
такого уравнения в каждой точке x определяется значениями свобод-
ного члена на всём отрезке и значениями ядра на всём квадрате S. В
этом смысле уравнение Фредгольма (2.1) аналогично системе линей-
ных алгебраических уравнений с полной квадратной матрицей коэф-
фициентов при неизвестных, а его частный случай, уравнение Воль-
терры (3.1), аналогичен такой же системе с треугольной матрицей
коэффициентов.�

Замечание 3.5.
Выше предполагалось, что в уравнении (3.1) ядро K ∈ C(T ), а сво-

бодный член f ∈C[a, b]; решение ϕ искали в классе функций C[a, b].
Эти требования можно ослабить. Можно считать, что у операто-

ра Вольтерры ядро фредгольмово, т.е.
b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy < ∞, что

f ∈ L2[a, b], и искать решения ϕ в классе функций L2[a, b]. В этом слу-
чае уравнение (3.1) имеет единственное решение ϕ ∈ L2[a, b], которое
снова даётся формулой (3.11). Это решение можно получить методом
последовательных приближений в виде предела сходящейся по норме
пространства L2[a, b] последовательности функций (3.4). Резольвента
Фредгольма по-прежнему определяется рядом (3.10) и является це-
лой аналитической функцией параметра µ. Уравнение (3.1) и в этом
случае не имеет характеристических чисел.�

Контрпример 3.1.
Для изучения уравнения (3.1) нужны предположения о яд-

ре K. Свойства интегрального оператора Вольтерры могут из-
12



мениться, если его ядро не является фредгольмовым. Пусть
S = {0 6 x < +∞, 0 6 y < +∞}, T = {0 6 x < +∞, 0 6 y 6 x}.
Рассмотрим однородное уравнение

◦
ϕ(x) = µ

x∫
0

K(x, y)
◦
ϕ(y)dy, 0 6 x < +∞ . (3.14)

Если K∈C(T ), то при любом µ∈C уравнение (3.14) в классе непре-
рывных функций имеет единственное решение

◦
ϕ(x)≡0 на 06x<+∞.

Совсем иначе обстоит дело, если допускать ядра с неинтегрируемой
особенностью. Пусть

K(x, y) =

{1

x
, если 0 < y 6 x;

0, если y > x
(3.15)

(не имеет значения как определено ядро при y = 0). Для каждо-
го q > 0 положим

◦
ϕ(x) = xq. Каждая такая функция

◦
ϕ является

непрерывным решением уравнения (3.14) с ядром (3.15) при некото-

ром µ; найдём это значение µ. Из уравнения xq = µ
x∫
0

1

x
· yqdy имеем

xq+1 = µ
x∫
0

yqdy =
µ

q + 1
xq+1, то есть µ = q + 1. Итак, наряду с ре-

шением
◦
ϕ(x) ≡ 0 при каждом µ > 1 имеем ещё непрерывное решение

◦
ϕ(x) = xµ−1.�

Контрпример 3.2 (пример Урысона).
Для изучения уравнения (3.1) нужны предположения о классе

функций, в котором ищется решение. В противном случае нельзя га-
рантировать единственность решения. Рассмотрим однородное урав-
нение

◦
ϕ(x) =

x∫
0

K(x, y)
◦
ϕ(y)dy , 0 6 x 6 1 , (3.16)

с ядром

K(x, y)=


y ·exp

{
−(x2 − 1)

x2

}
, если 06y6x·exp

{
+

(x2 − 1)

x2

}
;

x, если x·exp

{
+

(x2 − 1)

x2

}
6y6x;

0, если y > x.

(3.17)

В квадрате S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1} ядро (3.17) ограничено,
поскольку 0 6 K(x, y) 6 x 6 1. В треугольнике T = {0 6 x 6 1,
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0 6 y 6 x} это ядро непрерывно. По теореме 3.1 уравнение (3.16)
имеет единственное решение

◦
ϕ(x) ≡ 0 в классе непрерывных функций.

Но это уравнение имеет ещё разрывные неинтегрируемые решения:
◦
ϕ(x) =

{
0, если x = 0;
c

x
, если 0 < x 6 1,

где c — произвольная постоянная, c 6= 0.

В самом деле, при x > 0 имеем

x∫
0

K(x, y)
c

y
dy =

x·exp
{

+ (x2−1)

x2

}∫
0

y·exp

{
−(x2 − 1)

x2

}
· c
y
dy+

x∫
x·exp

{
+ (x2−1)

x2

}x· cydy =

= cx− cx · ln exp

{
+

(x2 − 1)

x2

}
=
c

x
.�

В связи с изучением уравнения (3.1) нет необходимости возвра-
щаться к свойствам резольвенты Фредгольма Γ(x, y;µ), доказанным
в разделе 2.7, поскольку Γ является целой аналитической функцией
параметра µ. Заслуживает внимания лишь следующий вариант урав-
нения (2.79), которому удовлетворяет резольвента.

Свойство 3.1.
Пусть в уравнении (3.1) ядро K ∈ C(T ) и K(x, y) = 0 при y > x;

пусть f ∈ C[a, b]. Тогда при любом значении µ ∈ C резольвента Γ ядра
K удовлетворяет в квадрате S уравнению

Γ(x, y;µ) = K(x, y) + µ

x∫
y

K(x, t)Γ(t, y;µ)dt . (3.18)

Доказательство.
При произвольном фиксированном значении µ 6= 0 подставим в

уравнение (3.1) с непрерывным свободным членом f решение этого
уравнения, записанное по формуле (3.11). Тогда получим тождество
на отрезке a 6 x 6 b:

f(x)+µ

x∫
a

Γ(x, y;µ)f(y)dy−µ
x∫
a

K(x, y)f(y)dy−µ
x∫
a

K(x, y)

µ y∫
a

Γ(y, t;µ)f(t)dt

dy≡f(x).
После сокращения f(x) разделим тождество на µ и изменим порядок
интегрирования в повторном интеграле. Тождество примет вид

x∫
a

Γ(x, y;µ)−K(x, y)− µ
x∫
y

K(x, t)Γ(t, y;µ)dt

 f(y)dy ≡ 0, (3.19)

a 6 x 6 b; оно справедливо для любой непрерывной функции f . Выра-
жение в квадратных скобках в (3.19) непрерывно в замкнутом квад-
рате S и равно нулю при y > x. В самом деле, в силу формулы (3.10) и
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следствия 3.1 разность Γ(x, y;µ)−K(x, y) непрерывна в S, а по утвер-
ждению 3.2 при y > x эта разность равна нулю. Поэтому в тождестве
(3.19) внешний интеграл можно записать в пределах от a до b. То-
гда по основной лемме вариационного исчисления из (3.19) следует
уравнение (3.18).�

3.3. Примеры решений уравнений Вольтерры.
Пример 3.2.
Методом последовательных приближений найдём непрерывное ре-

шение уравнения

ϕ(x) +

x∫
0

(x− y)ϕ(y)dy = x, 0 6 x < +∞. (3.20)

В качестве начального приближения ϕ◦(x) можно выбрать любую
непрерывную функцию, не обязательно ϕ◦(x) = x (см. задачу 2.3).

Выберем ϕ◦(x) ≡ 0. Тогда ϕ1(x) = x; ϕ2(x) = x−
x∫
0

(x−y)ydy = x−x
3

6
;

ϕ3(x) = x−
x∫
0

(x− y)
(
y − y3

6

)
dy = x− x3

3!
+
x5

5!
; и вообще:

ϕm(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .+ (−1)m

x2m+1

(2m+ 1)!
.

При m→ +∞ получаем решение уравнения (3.20): ϕ(x) = sinx (про-
верьте, подставив в (3.20)).�

При выполнении весьма специальных предположений к уравнению
вида (3.1) можно свести интегральное уравнение Вольтерры 1–го ро-
да:

x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), f(a) = 0, a 6 x 6 b. (3.21)

Пусть при a 6 x 6 b и a 6 y 6 x функция K(x, y) непрерывна и имеет

непрерывную производную
∂K(x, y)

∂x
. Пусть существует непрерывная

производная функции f(x). Продифференцируем уравнение (3.21) по
x:

K(x, x)ϕ(x) +

x∫
a

∂K(x, y)

∂x
· ϕ(y)dy = f ′(x). (3.22)

Если при всех x выполнено K(x, x) 6= 0, то, разделив на K(x, x),
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получаем уравнение 2 –го рода

ϕ(x) +

x∫
a

Q(x, y)ϕ(y)dy =
f ′(x)

K(x, x)
(3.23)

с ядром Q(x, y) =
1

K(x, x)
· ∂K(x, y)

∂x
, непрерывным в тре-

угольнике T , и с непрерывным свободным членом. Обратно: если
f(a) = 0, то непрерывное решение уравнения (3.23) удовлетворя-
ет уравнению (3.21). В самом деле: равенство (3.23) означает, что
∂

∂x

(
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy

)
= f ′(x), то есть

x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x) + c, где

c = const; из условия f(a) = 0 следует c = 0. При сформулированных
требованиях к функциям K и f уравнения (3.21) и (3.23) равносиль-
ны. Поэтому в силу теоремы 3.1 для уравнения (3.23) и уравнение
(3.21) имеет единственное непрерывное решение; его можно найти,
решая (3.23), например, методом последовательных приближений.

Если K(x, x) ≡ 0, то уравнение (3.22) является уравнением 1–го
рода. При выполнении для (3.22) условий, аналогичных сформулиро-
ванным для уравнения (3.21), можно продифференцировать уравне-
ние (3.22).

Если же K(x, x) 6≡ 0, но K(x0, x0) = 0 хотя бы в одной точке x0,
то (3.22) является уравнением 3–го рода и требует более детального
изучения.

В более общем случае, когда невозможно продифференцировать
уравнение 1–го рода (3.21), задача нахождения его решения может
оказаться некорректной.

Задача 3.1.
Пусть известно, что уравнение (3.21) имеет непрерывное решение

ϕ(x); тогда функция θ(y) =
y∫
a

ϕ(t)dt имеет непрерывную производ-

ную. Пусть в треугольнике T функция K(x, y) непрерывна и имеет

непрерывную производную
∂K(x, y)

∂y
, причём при всех x выполнено

K(x, x) 6= 0. Пусть функция f(x) непрерывна и f(a) = 0. Вычисляя

интеграл
x∫
a

K(x, y)dθ(y) по частям, сведите уравнение (3.21) к урав-

нению 2–го рода относительно функции θ. Записывая решение θ это-
го уравнения по формуле (3.11), докажите, что для существования
непрерывного решения ϕ уравнения (3.21) функция f должна иметь
непрерывную производную.�

Уравнение Вольтерры 2–го рода можно свести к уравнению 1–го
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рода. Пусть в уравнении

ϕ(t)−
t∫

a

K(t, y)ϕ(y)dy = f(t), a 6 t 6 b, (3.24)

ядро K непрерывно в треугольнике T , а свободный член f непрерывен
на [a, b]. Проинтегрируем (3.24):

x∫
a

ϕ(t)dt =
x∫
a

(
t∫
a

K(t, y)ϕ(y)dy

)
dt+

x∫
a

f(t)dt =

=
x∫
a

(
x∫
y

K(t, y)dt

)
ϕ(y)dy + F (x),

где F (x) =
x∫
a

f(t)dt. Получили уравнение 1–го рода

x∫
a

[
1−

x∫
y

K(t, y)dt

]
ϕ(y)dy = F (x); в нём функция F обладает

большей гладкостью, чем f , — в этом может быть практический
смысл перехода от уравнения (3.24) к уравнению 1–го рода.

Рассмотрим уравнение (3.1) с вырожденным ядром, т.е. с ядром
вида

K(x, y) =


m∑
i=1

αi(x)βi(y), если a 6 x 6 b, a 6 y 6 x;

0, если y > x.
(3.25)

Здесь все αi(x) и βi(y) — непрерывные функции, причём система функ-
ций {αi(x)}mi=1 линейно независима на a 6 x 6 b, а система функций
{βi(y)}mi=1 линейно независима на a 6 y 6 x при каждом x. Будем
искать непрерывное решение ϕ уравнения (3.1) при µ = 1. Это урав-

нение с ядром (3.25) имеет вид ϕ(x) =
m∑
i=1

αi(x)pi(x) + f(x), где

pi(x) =

x∫
a

βi(y)ϕ(y)dy, i = 1, . . . ,m. (3.26)

Продифференцируем (3.26)и учтём исходное уравнение:

p′i(x) = βi(x)ϕ(x) = βi(x)

 m∑
j=1

αj(x)pj(x) + f(x)

 , i = 1, . . . ,m.
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Кроме того, имеем начальные условия pi(a) = 0, i = 1, . . . ,m. Полу-
чили задачу Коши для системы m обыкновенных дифференциальных
уравнений 1–го порядка относительно функций pi(x). Эта задача рав-
носильна исходному интегральному уравнению с вырожденным ядром
(3.25).
Пример 3.3.
Найдём непрерывное решение уравнения

ϕ(x)−
x∫

0

xyϕ(y)dy = x, 0 6 x < +∞. (3.27)

Ядро этого уравнения вырожденное, поэтому (3.27) имеет вид

ϕ(x) = xp(x) + x, где p(x) =
x∫
0

yϕ(y)dy. Дифференцируя p(x), при-

ходим к задаче Коши

p′(x) = x2p(x) + x2, p(0) = 0.

Её решение: p(x) = e
x3

3 − 1 (проверьте!). Отсюда ϕ(x) = xe
x3

3 .�
Пример 3.4.
Непрерывное решение уравнения

ϕ(x)−
x∫

0

sin(x− y)ϕ(y)dy = sinx, 0 6 x < +∞, (3.28)

можно найти, решая его как уравнение с вырожденным ядром; при
этом получим задачу Коши для системы двух обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 1–го порядка (решите самостоятельно!).

Но можно рассуждать по–другому. Очевидно, что ϕ(0) = 0. По тео-
реме 3.1 уравнение (3.28) имеет единственное непрерывное решение.
Попробуем найти его в классе C2(0 6 x < +∞), т.е. предположим,
что уравнение (3.28) можно два раза продифференцировать. Тогда

ϕ′(x) =
x∫
0

cos(x− y)ϕ(y)dy + cosx, ϕ′(0) = 1;

ϕ′′(x) = −
x∫
0

sin(x − y)ϕ(y)dy + ϕ(x) − sinx = 0 — в силу исходного

уравнения (3.28). Получили задачу Коши для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения 2–го порядка:

ϕ′′(x) = 0, ϕ′(0) = 1, ϕ(0) = 0.

Её решение: ϕ(x) = x.�
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Как видно из примеров 3.3 и 3.4, интегральное уравнение Воль-
терры 2–го рода с

”
хорошими“ функциями K и f можно свести к за-

даче Коши для линейного обыкновенного дифференциального урав-
нения. Покажем, что такая задача Коши в свою очередь сводится к
интегральному уравнению Вольтерры 2–го рода. Для этого докажем
сначала известную из курса математического анализа формулу для
повторного интеграла.

Лемма 3.1.
Пусть функция ϕ(x) непрерывна при a 6 x 6 b. Тогда для каждого

i ∈ N на отрезке a 6 x 6 b выполнено равенство
x∫
a

dyi−1

yi−1∫
a

dyi−2 . . .

y1∫
a

ϕ(y)dy =
1

(i− 1)!

x∫
a

(x− y)i−1ϕ(y)dy. (3.29)

Доказательство проведём индукцией по i. Обозначим через Ii(x)
правую часть формулы (3.29). При i = 1 формула (3.29) является
тавтологией. Проверим эту формулу при i = 2:
x∫
a

dy1

y1∫
a

ϕ(y)dy =
x∫
a

(
ϕ(y)

x∫
y

dy1

)
dy =

x∫
a

(x− y)ϕ(y)dy = I1(x).

Предполагая справедливость формулы (3.29) при некотором i ∈ N,
докажем, что она выполнена и для i + 1. Для этого продифференци-
руем Ii+1(x) по правилу Лейбница:

I ′i+1(x) =
1

i!

x∫
a

i · (x− y)i−1 · ϕ(y)dy = Ii(x)

и учтём, что Ii(a) = 0. Отсюда Ii+1(x) =
x∫
a

Ii(yi)dyi; подставляя вме-

сто Ii его выражение в виде повторного интеграла по (3.29), получаем
формулу (3.29) при i+ 1.�

Рассмотрим задачу Коши для линейного уравнения n–го порядка
относительно функции θ ∈ Cn:{
θ(n)(x)+ δ1(x)θ(n−1)(x)+ . . .+ δn(x)θ(x)=γ(x), a 6 x 6 b;

θ(a) = θ0, θ
′(a) = θ1, . . . , θ

(n−1)(a) = θn−1;
(3.30)

все коэффициенты δi(x), i = 1, . . . , n, и функцию γ(x) предполага-
ем непрерывными. Функцию θ(n)(x) обозначим через ϕ(x), тогда

θ(n−1)(x) =
x∫
a

ϕ(y)dy + θn−1. Пользуясь формулой (3.29), получаем

θ(n−2)(x)=
x∫
a

θ(n−1)(y1)dy1+θn−2 =
x∫
a

dy1

y1∫
a

ϕ(y)dy+θn−1 ·(x− a)+θn−2 =

=
x∫
a

(x− y)ϕ(y)dy + θn−1 · (x− a) + θn−2,
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θ(n−3)(x) =
x∫
a

θ(n−2)(y2)dy2 + θn−3 =
x∫
a

dy2

y2∫
a

dy1

y1∫
a

ϕ(y)dy+

+θn−1 ·
x∫
a

(y2 − a)dy2 + θn−2 · (x− a) + θn−3 =

=
1

2!

x∫
a

(x− y)2ϕ(y)dy + θn−1 ·
(x− a)2

2
+ θn−2 · (x− a) + θn−3,

и т.д.; наконец,

θ(x) =
1

(n− 1)!

x∫
a

(x−y)n−1ϕ(y)dy+θn−1·
(x− a)n−1

(n− 1)!
+. . .+θ1·(x−a)+θ0.

Подставляя найденные выражения функций θ(n)(x), . . . , θ(x) в урав-
нение (3.30), приходим к линейному интегральному уравнению Воль-
терры 2–го рода относительно ϕ(x):

ϕ(x) +

x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, (3.31)

в котором

K(x, y) =


n∑
i=1

δi(x) · (x− y)i−1

(i− 1)!
, если a 6 y 6 x;

0, если y > x;

f(x) =γ(x)− θn−1 · δ1(x)− (θn−1 · (x− a) + θn−2) · δ2(x)− . . .−

−
(
θn−1 ·

(x− a)n−1

(n− 1)!
+ . . .+ θ1 · (x− a) + θ0

)
· δn(x).

Существование и единственность решения θ(x) задачи Коши для урав-
нения (3.30) следует из теоремы 3.1 для интегрального уравнения от-
носительно ϕ(x).

Задача 3.2.
Пусть в уравнении (3.30) все коэффициенты δi постоянны. Каким

будет ядро K уравнения (3.31)?�

3.4. Уравнение Вольтерры с непрерывным ядром, зави-
сящим от разности аргументов. Применение преоб-
разования Лапласа для его решения.

Пусть K(x) и f(x) — заданные при 0 6 x < +∞ непре-
рывные и ограниченные функции: M = sup

06x<+∞
|K(x)| <∞,
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Mf = sup
06x<+∞

|f(x)| <∞. Будем искать непрерывное решение ϕ

уравнения

ϕ(x) =

x∫
0

K(x− y)ϕ(y)dy + f(x), 0 6 x < +∞. (3.32)

Из оценки (3.9) имеем для решения ϕ этого уравнения неравенство
|ϕ(x)| 6 Mf · eMx при всех x > 0. При таких условиях определены
односторонние преобразования Лапласа функций K(x), f(x), ϕ(x):

L(p) =

+∞∫
0

K(x)e−pxdx, F (p) =

+∞∫
0

f(x)e−pxdx, Φ(p) =

+∞∫
0

ϕ(x)e−pxdx,

где p — комплексная переменная. Коротко эти равенства записывают
так:

L(p) : K(x), F (p) : f(x), Φ(p) : ϕ(x).

Функции K(x), f(x), ϕ(x)при выполнении некоторых дополнительных
требований называют оригиналами, а функции L(p), F (p), Φ(p) — их
изображениями.

Интеграл
x∫
0

K(x− y)ϕ(y)dy называют свёрткой функций K и f .

Изображением свёртки является произведение изображений:

L(p) · Φ(p) :
x∫
0

K(x − y)ϕ(y)dy. Поэтому в пространстве изобра-

жений уравнению (3.32) соответствует уравнение

Φ(p) = L(p) · Φ(p) + F (p). (3.33)

Отсюда Φ(p) =
F (p)

1− L(p)
, и чтобы решить исходное уравнение (3.32),

надо найти оригинал функции Φ(p). При некоторых дополнительных
условиях оригинал однозначно восстанавливается по своему изобра-
жению.

Напомним нужные здесь понятия и теоремы из теории функций
комплексной переменной. Определённую при всех действительных x
функцию ϕ(x) называют оригиналом, если она удовлетворяет следу-
ющим трём условиям:

1. ϕ(x) удовлетворяет условию Гёльдера во всех точках x, кро-
ме, быть может, изолированных точек, в которых допускаются даже
разрывы 1–го рода;

2. ϕ(x) = 0 при x < 0;
3. |ϕ(x)| < NeMx при всех x (здесь N = const > 0,

M = const > 0, постоянную M называют показателем степени
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роста функции ϕ).
Как видно из первого условия, применение преобразования Лапласа
для построения решения ϕ уравнения (3.32) предполагает, что кроме
непрерывности искомой функции к ней предъявляется большее тре-
бование. Напомним, что функция ϕ удовлетворяет условию Гёльдера
в точке x, если существуют такие определяемые этой точкой посто-
янные C > 0, 0 < α 6 1, h0 > 0, что при всех h, удовлетворяющих
условию |h| < h0 выполнено неравенство |ϕ(x + h) − ϕ(x)| 6 C|h|α.
Условию 1. удовлетворяют, например, кусочно гладкие функции.

Теорема 3.2.
Пусть функция ϕ(x) является оригиналом. Пусть Φ(p) является

изображением функции ϕ(x). Тогда в любой точке x, в которой ϕ удо-
влетворяет условию Гёльдера, справедлива формула Меллина:

ϕ(x) =
1

2πi
V.p.

h+i∞∫
h−i∞

epxΦ(p)dp, (∗)

где Re p = h > M (здесь интеграл берётся вдоль любой прямой
Re p = h > M в комплексной p–плоскости и понимается в смысле глав-
ного значения).�

Имеется условие, достаточное для того, чтобы функция Φ(p) слу-
жила изображением некоторого оригинала.

Теорема 3.3.
Пусть функция Φ(p) аналитична в полуплоскости Re p > M . Пусть

в любой полуплоскости Re p > h > M функция Φ(p) при |p| → +∞
стремится к нулю равномерно относительно arg p. Пусть в любой по-

луплоскости Re p > h > M интеграл
h+i∞∫
h−i∞

Φ(p)dp абсолютно сходится.

Тогда функция Φ(p) при Re p > h является изображением функции
ϕ(x), определённой формулой (∗).�

Доказательства теорем 3.2 и 3.3 см. в книгах [Свешников А.Г.,
Тихонов А.Н. Теория функций комплексной переменной. Гл. 8, §2],
[Лаврентьев М.А., Шабат Б.В. Методы теории функций комплексного
переменного. Гл. 6, §1]. Соответствие

”
оригинал — изображение“ часто

можно установить по таблицам.
Вернёмся к уравнению (3.32) и к формуле (3.11).

Утверждение 3.4.
Пусть ядро уравнения (3.1) зависит только от разности его ар-

гументов (допуская вольность в обозначениях, запишем это в виде
K(x, y) = K(x − y)). Тогда и все итерированные ядра и резольвента
зависят лишь от разности x− y.
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Доказательство.
По утверждению 3.2 имеем

K2(x, y) =


x∫
y

K(x− t)K(t− y)dt, если y 6 x;

0, если y > x.

При y 6 x в этом интеграле выполним замену переменной интегри-
рования: положим τ = t − y. Тогда при y 6 x итерированное ядро

K2(x, y) зависит только от x − y: K2(x, y) =
x−y∫
0

K(x − y − τ)K(τ)dτ .

Индукцией по n получаем из утверждения 3.2, что при всех n ∈ N

Kn(x, y) =


x∫
y

K(x− t)Kn−1(t− y)dt, если y 6 x;

0, если y > x;

будет зависеть лишь от разности x − y (для доказательства надо
выполнить замену τ = t − y). Из формулы (3.10) теперь следует
Γ(x, y;µ) = Γ(x− y;µ).�

По утверждению 3.4 формула (3.11) для уравнения (3.32) прини-
мает вид

ϕ(x) = f(x) +

x∫
0

Γ(x− y; 1)f(y)dy. (3.34)

Пусть функция Γ(x; 1) является оригиналом, и Γ(x; 1) : G(p). При-
меним преобразование Лапласа к обеим частям равенства (3.34):

Φ(p) = F (p) +G(p) · F (p). (3.35)

С другой стороны, из (3.33) вытекает

Φ(p) =
F (p)

1− L(p)
= F (p) +

L(p)

1− L(p)
· F (p). (3.36)

Сравнивая (3.35) и (3.36), получаем

G(p) =
L(p)

1− L(p)
. (3.37)

Убедиться в том, что для заданного разностного ядра K функции
G(p) вида (3.37) действительно соответствует оригинал Γ(x; 1) часто
удаётся по теореме 3.3. Но в большинстве простых случаев достаточно
воспользоваться таблицей

”
оригинал — изображение“. Найдя функ-

цию Γ(x; 1) по её изображению G(p), получаем решение ϕ уравнения
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(3.32) по формуле (3.34) для любой непрерывной и ограниченной
функции f .

Пример 3.5.
Применяя преобразование Лапласа, найдём непрерывное решение

уравнения

ϕ(x) =

x∫
0

sin(x− y)ϕ(y)dy + f(x), 0 6 x < +∞.

По таблице
”
оригинал — изображение“ найдём изображение L(p) ядра

K(x) = sin x: L(p) =
1

p2 + 1
. Тогда изображениемG(p) функции Γ(x; 1)

будет согласно формуле (3.37) функция G(p) =
1

p2
. Снова по таблице

находим
1

p2
: x = Γ(x; 1). Отсюда ϕ(x) = f(x) +

x∫
0

(x− y)f(y)dy (при

f(x) = sinx сравните с примером 3.4).�
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Глава 4.
Линейные операторы в линейных нормированных

пространствах (некоторые понятия
функционального анализа).

4.1. Линейные ограниченные операторы.
Пусть Φ и Ψ — линейные пространства над одним и тем же по-

лем чисел P (либо P = R, либо P = C; другие поля чисел здесь
не рассматриваем). Отображение A, действующее из Φ в Ψ, принято
называть оператором; его область определения — некоторое множе-
ство DomA ⊆ Φ. Пусть DomA является линейным многообразием в
Φ. Оператор A называют однородным, если A(αϕ) = αAϕ для всех
ϕ ∈ DomA и всех чисел α ∈ P. Оператор A называют аддитивным,
если A(ϕ1 + ϕ2) = Aϕ1 + Aϕ2 для всех ϕ1 ∈ DomA и ϕ2 ∈ DomA.
Аддитивный и однородный оператор называют линейным.

Задача 4.1.
Докажите, что для аддитивного оператора A выполнены равенства

A0 = 0 и A(−ϕ) = −Aϕ.�
Будем далее считать, что Φ и Ψ — нормированные про-

странства. В предыдущих главах рассматривались бесконечномер-
ные линейные пространства C[a, b], L̃2[a, b], L2[a, b] с нормами

‖ϕ‖C[a,b] = max
a6x6b

|ϕ(x)|, ‖ϕ‖L2[a,b] =

(
b∫
a

|ϕ(x)|2dx

)1
2

. Пространства

C[a, b] и L2[a, b] полные, пространство L̃2[a, b] неполное (оно содер-
жит только непрерывные функции). Пространство L2[a, b] евклидово:
‖ϕ‖2L2[a,b] = (ϕ, ϕ)L2[a,b]. Пространство C[a, b] не является евклидовым.

Задача 4.2.
Приведите пример двух непрерывных на отрезке [a, b] функций

ϕ1 и ϕ2, для которых не выполнено равенство параллелограмма, т.е.
‖ϕ1 + ϕ2‖2C[a,b] + ‖ϕ1 − ϕ2‖2C[a,b] 6= 2

(
‖ϕ1‖2C[a,b] + ‖ϕ2‖2C[a,b]

)
.�

Определение 4.1.
Полное линейное нормированное пространство называют банахо-

вым∗ пространством.�
Пространства C[a, b] и L2[a, b] банаховы.
Определение 4.2.
Полное евклидово бесконечномерное линейное пространство назы-

вают гильбертовым пространством.�
Пространство L2[a, b] гильбертово.
∗Банах Стефан (1892–1945) — польский математик.
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Пространства C[a, b] и L̃2[a, b] имеют одно и то же множество всех
своих элементов — все непрерывные на [a, b] функции. Но нормы этих
бесконечномерных пространств не являются эквивалентными: ‖ · ‖

L̃2

подчинена норме‖·‖C , но ‖·‖C не подчинена норме ‖·‖
L̃2

(докажите!).
Наличие норм в линейных пространствах Φ и Ψ позволяет ввести

понятие непрерывности оператора.
Определение 4.3.
Оператор A : Φ→ Ψ называют непрерывным в точке ϕ0 ∈ DomA,

если для любого числа ε > 0 найдётся такое число δ = δ(ε) > 0, что
для всех ϕ ∈ DomA, удовлетворяющих неравенству ‖ϕ − ϕ0‖Φ < δ,
выполнено неравенство ‖Aϕ− Aϕ0‖Ψ < ε.�

Утверждение 4.1.
Пусть аддитивный оператор A непрерывен в некоторой точке

ϕ0 ∈ DomA. Тогда этот оператор непрерывен в каждой точке мно-
жества DomA. (Докажите самостоятельно!)�

Определение 4.4.
Оператор A : Φ → Ψ называют линейным непрерывным, если

DomA = Φ, оператор A линеен и непрерывен в каждой точке ϕ ∈ Φ.�
Определение 4.5.
Линейный оператор A : Φ → Ψ называют ограниченным, если

DomA = Φ, и существует такое число C, что для всех ϕ ∈ Φ вы-
полнено неравенство ‖Aϕ‖Ψ 6 C‖ϕ‖Φ.�

Если A — ограниченный оператор, то образ всякого множества в Φ,
ограниченного по норме ‖ · ‖Φ, будет множеством , ограниченным по
норме ‖ · ‖Ψ. Это свойство можно принять за определение ограничен-
ного оператора (не обязательно линейного).

Утверждение 4.2.
Линейный оператор является непрерывным в том и только в том

случае, если он ограничен.
Доказательство.
Необходимость. Пусть A — линейный непрерывный оператор; то-

гда по определению DomA = Φ. Предположим, что оператор A не яв-
ляется ограниченным, т.е. для любого числа C > 0 найдётся элемент
ϕ ∈ Φ, для которого будет выполнено неравенство ‖Aϕ‖Ψ > C‖ϕ‖Φ.
Выберем последовательность положительных чисел {Cn}, для кото-
рой lim

n→+∞
Cn = +∞. Тогда для каждого n ∈ N найдётся ϕn ∈ Φ,

для которого ‖Aϕn‖Ψ > Cn‖ϕn‖Φ. Построим последовательность

элементов ξn =
ϕn

Cn‖ϕn‖Φ
. Очевидно, что ‖ξn‖Φ =

1

Cn
−→
n→+∞

0, т.е.

ξn −→
n→+∞

0 ∈ Φ. Но ‖Aξn‖Ψ =
‖Aϕn‖Ψ
Cn‖ϕn‖Φ

> 1, т.е. последовательность

элементов Aξn не сходится к элементу A0 = 0 ∈ Ψ. Следовательно,
оператор A не является непрерывным в точке 0∈Φ — противоречие.
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Достаточность. Пусть аддитивный оператор A ограничен, т.е.
‖Aϕ‖Ψ 6 C‖ϕ‖Φ для всех ϕ ∈ Φ. Пусть последовательность эле-
ментов {ϕn} сходится к элементу ϕ, т.е. ‖ϕn − ϕ‖Φ −→

n→+∞
0. Тогда

‖Aϕn − Aϕ‖Ψ = ‖A(ϕn − ϕ)‖Ψ 6 C‖ϕn − ϕ‖Φ −→
n→+∞

0, что означает

сходимость последовательности {Aϕn} к элементу Aϕ.�
Множество всех линейных непрерывных операторов, действующих

из Φ в Ψ, будем обозначать через L (Φ→ Ψ).
Из определения 4.5 видно, что для ограниченного линейного опера-

тора A величина sup
ϕ6=0

‖Aϕ‖Ψ
‖ϕ‖Φ

конечна (точная верхняя грань берётся

по всем ϕ ∈ Φ, ϕ 6= 0). Эту величину называют нормой оператора:
‖A‖.

Задача 4.3.
Для оператора A ∈ L (Φ→ Ψ) докажите равенства:

‖A‖ =sup
ϕ6=0

‖Aϕ‖Ψ
‖ϕ‖Φ

= sup
‖ϕ‖Φ61

‖Aϕ‖Ψ = sup
‖ϕ‖Φ=1

‖Aϕ‖Ψ = inf
{C
∣∣‖Aϕ‖Ψ6C‖ϕ‖Φ}C

(точная нижняя грань берётся по всем положительным C, для
которых указанное неравенство выполнено при всех ϕ ∈ Φ).�

Задача 4.4.
Докажите, что если A ∈ L (Φ→ Ψ) и A 6= 0, то ‖A‖ > 0.�
В случае конечномерных пространств Φ и Ψ все линейные опера-

торы, действующие из Φ в Ψ, ограничены. Но в бесконечномерных
пространствах это не так. Свойства ограниченных и неограниченных
операторов существенно различаются.

Пример 4.1.

Оператор A, заданный формулой (Aϕ)(x) =
x∫
a

ϕ(y)dy, будем

рассматривать как действующий из C[a, b] в C[a, b]. Очевидно, что
DomA = C[a, b]. Для любой непрерывной на [a, b] функции ϕ выпол-

нены неравенства ‖Aϕ‖C[a,b] = max
a6x6b

∣∣∣∣ x∫
a

ϕ(y)dy

∣∣∣∣ 6 max
a6x6b

x∫
a

|ϕ(y)|dy 6

6 max
a6y6b

|ϕ(y)| · max
a6x6b

x∫
a

dy = (b−a)‖ϕ‖C[a,b]. Этим доказана ограничен-

ность оператора A. Найдём его норму. Ясно, что ‖A‖ 6 b− a. Но для
функции ϕ(x) ≡ 1 указанные неравенства превращаются в равенство
‖Aϕ‖C[a,b] = (b− a)‖ϕ‖C[a,b] = (b− a). Поэтому ‖A‖ = b− a.�

Пример 4.2.
Из примера 1.1 видно, что если ядро K(x, y) непрерывно в замкну-

том квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}, то линейный оператор

(Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy непрерывен в паре пространств Φ = C[a, b],

27



Ψ = C[a, b]. Поэтому в этой паре пространств он ограничен. Можно

доказать, что ‖A‖ = max
a6x6b

b∫
a

|K(x, y)|dy (доказательство см. в книге

[Л.А. Люстерник, В.И. Соболев. Краткий курс функционального ана-
лиза. Гл. 3, §2]).�

Контрпример 4.1.
Пусть Φ = C[a, b], Ψ = C[a, b], а линейный оператор A задан как

(Aϕ)(x) =
dϕ(x)

dx
. Этот оператор определён не на всём пространстве Φ,

т.к. DomA = C1[a, b]. В такой паре пространств Φ и Ψ оператор A не
является непрерывным. Действительно, последовательность функций

ϕn(x) =
sin(nx)

n
⇒
n→∞

0, т.е. {ϕn} −→
n→∞

0 в C[a, b]. Но последователь-

ность функций (Aϕn)(x) = cos(nx) не сходится при n→∞.�
Пример 4.3.
Пусть Φ = C1[a, b], Ψ = C[a, b], а линейный оператор A задан как

(Aϕ)(x) =
dϕ(x)

dx
. Теперь оператор A определён на всём пространстве

Φ: DomA = C1[a, b]. В такой паре пространств Φ и Ψ оператор A
ограничен. Действительно, ‖Aϕ‖C[a,b] = max

a6x6b
|ϕ′(x)| 6 ‖ϕ‖C1[a,b] =

= max
a6x6b

|ϕ(x)|+ max
a6x6b

|ϕ′(x)|. Отсюда видно, что ‖A‖ 6 1. Сно-

ва выберем последовательность функций ϕn(x) =
sin(nx)

n
; тогда

(Aϕn)(x) = cos(nx). При достаточно больших n будем иметь

‖Aϕn‖C[a,b] = 1 6 ‖ϕn‖C1[a,b] =
1

n
+ 1. Это означает, что в неравен-

стве ‖Aϕ‖C[a,b] 6 C‖ϕ‖C1[a,b] постоянную C = 1 уменьшить нельзя.
Следовательно, ‖A‖ = 1.�

Пример 4.4.

Пусть оператор (Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy имеет фредгольмово яд-

ро: P 2 =
b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy <∞. Для любой функции ϕ ∈ L2[a, b] вы-

полнено неравенство Коши–Буняковского в пространстве L2[a, b] (для
функций, зависящих от y; значение параметра x считается фиксиро-
ванным):

|(Aϕ)(x)| 6

 b∫
a

|K(x, y)|2dy


1
2

·

 b∫
a

|ϕ(y)|2dy


1
2

.

Возведём обе части этого неравенства в квадрат, проинтегрируем по x
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на отрезке [a, b] и извлечём квадратный корень из обеих частей нера-
венства (см. замечание 2.8). Тогда получим ‖Aϕ‖L2[a,b] 6 P · ‖ϕ‖L2[a,b].
Следовательно, если оператор A рассматривать как действующий из
L2[a, b] в L2[a, b], то он ограничен, и ‖A‖ 6 P .�

Пример 4.5.

Пусть оператор (Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy задан ядром

K(x, y) =
1

|x− y| 12
. Это ядро имеет особенность на диагонали y = x

квадрата S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}, причём P 2 =
b∫
a

b∫
a

dx dy

|x− y|
= +∞,

т.е. ядро нефредгольмово. Для простоты рассуждений рассмотрим
действие оператора A лишь на функции пространства L̃2[a, b]. При лю-
бой функции ϕ ∈ L̃2[a, b] выполнено неравенство Коши–Буняковского
в пространстве L2[a, b] (для функций, зависящих от y; значение
параметра x считаем фиксированным):

|(Aϕ)(x)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

1

|x− y| 14
· ϕ(y)

|x− y| 14
dy

∣∣∣∣∣∣ 6
6

 b∫
a

dy

|x− y| 12


1
2

·

 b∫
a

|ϕ(y)|2

|x− y| 12
dy


1
2

.

(4.1)

Очевидно, что
b∫
a

dy

|x− y| 12
=

x∫
a

dy

(x− y)
1
2

+
b∫
x

dy

(y − x)
1
2

= 2
(

(x− a)
1
2 + (b− x)

1
2

)
, поэто-

му max
a6x6b

b∫
a

dy

|x− y| 12
=4

√
b− a

2
(максимум достигается при x=

a+ b

2
).

Возводя обе части неравенства (4.1) в квадрат, получим

|(Aϕ)(x)|2 6 4

√
b− a

2

b∫
a

|ϕ(y)|2

|x− y| 12
dy. Проинтегрируем по x обе ча-

сти последнего неравенства на отрезке [a, b]:

b∫
a

|(Aϕ)(x)|2 dx 6 4

√
b− a

2

b∫
a

 b∫
a

|ϕ(y)|2

|x− y| 12
dy

 dx =

= 4

√
b− a

2

b∫
a

|ϕ(y)|2
 b∫

a

dx

|x− y| 12

 dy 6 8(b− a)‖ϕ‖2L2[a,b] .
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Это означает, что интегральный оператор A можно рассматривать как
действующий из пространства L̃2[a, b] в L2[a, b], и он ограничен в этой
паре пространств: ‖A‖ 6 2

√
2
√
b− a .

Чтобы определить данный операторA на всём пространстве L2[a, b],
надо обосновать проведённые выше рассуждения, пользуясь свойства-
ми интеграла Лебега.�

4.2. Вполне непрерывные линейные операторы.
Если Φ и Ψ — конечномерные линейные нормированные про-

странства, то всякий линейный оператор A : Φ→ Ψ является ограни-
ченным. Это означает, что для любого множества Ω, ограниченного в
Φ, его образ AΩ будет множеством, ограниченным в Ψ. Можно постро-
ить замыкание множества AΩ, тогда получим замкнутое ограниченное
множество AΩ (черта означает операцию замыкания) в конечномер-
ном пространстве Ψ. Напомним, что в конечномерном пространстве
замкнутые ограниченные множества, и только они, являются компакт-
ными.

Определение 4.6.
Пусть Ψ — метрическое пространство. Множество Ξ в метрическом

пространстве Ψ называют компактным, если из любой бесконечной
последовательности {ψn}∞n=1 элементов множества Ξ можно выделить
подпоследовательность {ψnm}∞m=1, которая сходится к некоторому эле-
менту ψ0 ∈ Ξ.�

Согласно определению 4.6 всякое компактное множество замкнуто.
Но может оказаться, что некоторое множество Ξ не является замкну-
тым, а его замыкание Ξ в пространстве Ψ компактно; в этом случае
множество Ξ называют предкомпактным.

Если линейное нормированное пространство Ψ бесконечномерно,
а множество Ξ ⊂ Ψ ограничено по норме ‖ · ‖Ψ и замкнуто, то из этого
ещё не следует, что Ξ является компактным множеством.

Пример 4.6.
Пусть Ψ = L2[a, b] и Ξ = {ψ ∈ Ψ

∣∣‖ψ‖ 6 1} — единичный шар.
Выберем какую–нибудь бесконечную ортонормированную систему
элементов {ψn} (например, тригонометрическую систему функ-
ций). Тогда для любых её элементов ψi и ψj, где i 6= j, имеем
‖ψi − ψj‖2L2[a,b] = (ψi − ψj, ψi − ψj) = 2. Поэтому никакая подпоследо-
вательность последовательности {ψn} не является фундаментальной.
Из принадлежащей множеству Ξ последовательности {ψn} невозмож-
но выделить сходящуюся подпоследовательность.

В бесконечномерном пространстве L2[a, b] единичный шар Ξ за-
мкнут и ограничен, но не является компактным множеством. То
же самое имеет место в любом бесконечномерном нормированном
пространстве.�

Для некоторых бесконечномерных нормированных пространств
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имеются критерии компактности (или предкомпактности) их подмно-
жеств. В пространстве C[a, b] такой критерий известен как теорема
Арцела.

Теорема 4.1 (теорема Арцела).
Множество Ξ функций, определённых и непрерывных на отрезке

[a, b], предкомпактно в пространстве C[a, b] в том и только в том слу-
чае, если оно равномерно ограничено и равностепенно непрерывно.

Доказательство см. в [24], Гл.2, §7.�
Если Φ и Ψ — конечномерные пространства, то любой линейный

оператор A : Φ → Ψ преобразует всякое ограниченное множество в
предкомпактное. Пусть теперь Φ и Ψ — бесконечномерные нормиро-
ванные пространства. Выделим класс операторов A : Φ→ Ψ, которые
обладают таким же свойством.

Определение 4.7.
Оператор A : Φ → Ψ (не обязательно линейный!) называют ком-

пактным, если он преобразует всякое множество Ω, ограниченное в
пространстве Φ, во множество AΩ, предкомпактное в пространстве
Ψ. Если при этом оператор A непрерывен, то его называют вполне
непрерывным.�

В случае, когда оператор A линейный, понятия
”
компактный опе-

ратор“ и
”
вполне непрерывный оператор“ совпадают.

Утверждение 4.3.
Линейный вполне непрерывный оператор ограничен. (Докажите

самостоятельно!)�
Контрпример 4.2.
Φ — бесконечномерное линейное нормированное пространство, E —

тождественный оператор: Eϕ = ϕ для любого ϕ ∈ Φ. Оператор E
ограничен, но не является вполне непрерывным, поскольку единич-
ный шар в Φ не является компактным множеством.�

Пример 4.7.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате

S= {a6x6 b, a6 y6 b}, M = max
S
|K(x, y)|; (Aϕ)(x) =

b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy.

Оператор A можно рассматривать как действующий из пространства
C[a, b] в C[a, b]. Докажем, что в этой паре пространств он вполне
непрерывен. Для используем теорему 4.1.

Пусть множество Ω ⊂ C[a, b] ограничено, т.е. существует такая по-
стоянная N , что для всякой функции ϕ ∈ Ω выполнено неравенство
‖ϕ‖C[a,b] < N . Тогда для всякой функции ϕ ∈ Ω будет выполнено нера-
венство ‖Aϕ‖C[a,b] 6 (b − a)MN , т.е. функции множества AΩ равно-
мерно ограничены.

Докажем равностепенную непрерывность множества функций AΩ.
Для любой функции ψ ∈ AΩ (т.е. для функции вида ψ = Aϕ, где
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ϕ ∈ Ω) имеем |ψ(x1)−ψ(x2)| =
∣∣∣ b∫
a

K(x1, y)ϕ(y)dy−
b∫
a

K(x2, y)ϕ(y)dy
∣∣∣ 6

6
b∫
a

∣∣K(x1, y) − K(x2, y)
∣∣ · |ϕ(y)|dy < N ·

b∫
a

∣∣K(x1, y) − K(x2, y)
∣∣dy.

Функция K(x, y) равномерно непрерывна в квадрате S. Поэтому
для любого числа ε > 0 найдется такое число δ = δ(ε) > 0, что
для любых x1 и x2 из отрезка [a, b], удовлетворяющих неравенству
|x1 − x2| < δ, и для любого y ∈ [a, b] будет выполнено неравенство∣∣K(x1, y) − K(x2, y)

∣∣ < ε

N · (b− a)
. А вместе с этим последним нера-

венством будет выполнено и неравенство |ψ(x1)−ψ(x2)| < ε сразу для
всех функций ψ ∈ AΩ

Итак, если множество Ω ограничено в C[a, b], то множество AΩ рав-
номерно ограничено (т.е. тоже ограничено в C[a, b]) и равностепенно
непрерывно. Поэтому оператор A вполне непрерывен.�

Замечание 4.1.

Пусть интегральный оператор (Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy имеет

фредгольмово ядро, т.е. K ∈ L2(S). Такой оператор A можно рас-
сматривать как действующий из пространства L2[a, b] в L2[a, b], и в
этой паре пространств он вполне непрерывен.�

Пример 4.8.
Если A ∈ L (Φ→ Ψ), и dimRanA <∞, то оператор A вполне

непрерывен. Действительно, ограниченный оператор A переводит
всякое ограниченное множество Ω ⊂ Φ в ограниченное множество
AΩ ⊂ RanA. По теореме Больцано∗–Вейерштрасса в конечномерном
линейном нормированном пространстве всякое ограниченное множе-
ство предкомпактно. Такой оператор A называют конечномерным.

Например, пусть интегральный оператор (Aϕ)(x)=
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy

имеет непрерывное вырожденное ядро; Φ = Ψ = C[a, b]. Такой опера-
тор вполне непрерывен.�

Задача 4.5.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом треугольнике

T = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 x} и равно нулю при y > x. Интегральный

оператор (Aϕ)(x) =
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy можно рассматривать как дей-

ствующий из пространства C[a, b] в C[a, b] (см. утверждение 3.1). До-
кажите, что в этой паре пространств оператор A вполне непрерывен.�

Утверждение 4.4.
Пусть Φ — бесконечномерное банахово пространство. Пусть
∗ Больцано Бернард (1781–1848) —чешский математик.
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A — линейный вполне непрерывный оператор, A : Φ→ Φ. Пусть
B ∈ L (Φ → Φ). Тогда операторы AB и BA являются вполне непре-
рывными.

Доказательство.
Оператор B преобразует всякое ограниченное множество Ω в огра-

ниченное множество BΩ. А оператор A преобразует BΩ в предком-
пактное множество A(BΩ). Следовательно, оператор AB преобразу-
ет всякое ограниченное множество в предкомпактное, т.е. AB вполне
непрерывен.

Аналогично доказывается, что оператор BA вполне непрерывен
(докажите!).�

Следствие 4.1.
Действующий в бесконечномерном банаховом пространстве ли-

нейный вполне непрерывный оператор не может иметь непрерывного
обратного оператора.

Доказательство.
Пусть A — линейный вполне непрерывный оператор, и

пусть существует непрерывный обратный оператор A−1. Тогда
AA−1 = A−1A = E — тождественный оператор. В бесконечномер-
ном пространстве тождественный оператор не является вполне
непрерывным. Противоречие!�

Это простое следствие приводит к тому, что многие практически
важные задачи, которые формулируются в виде уравнения Aϕ = f
(относительно ϕ) со вполне непрерывным оператором A, оказываются
некорректно поставленными. Например, такой задачей может оказать-

ся интегральное уравнение 1–го рода:
b∫
a

K(x, y)ϕ(y) = f(x), a 6 x 6 b.

В главах 2 и 3 изучались уравнения 2–го рода (E − µA)ϕ = f ,
где A — вполне непрерывный оператор. Вполне непрерывный опе-
ратор по своим свойствам близок к конечномерному оператору. Это
и проявилось в свойствах изученных интегральных уравнений 2–
го рода Фредгольма и Вольтерры. Их можно рассматривать и в
других функциональных пространствах. Так интегральный оператор

(Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy называют оператором Фредгольма, если

он действует из некоторого функционального пространства Φ в Φ и
вполне непрерывен. При этом в уравнении 2–го рода полагают, что
свободный член f и искомая функция ϕ принадлежат пространству
Φ; это накладывает определённые требования на ядро K. Оператор
A ∈ L (Φ → Φ) называют оператором Вольтерры, если он вполне
непрерывен, и при любом значении µ ∈ C существует непрерывный
обратный оператор (E − µA)−1 (ср. со следствием 3.3).
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4.3. Сопряжённый оператор в гильбертовом простран-
стве.

Через H будем обозначать гильбертово пространство (над полем
чисел R или C) со скалярным произведением (ϕ, ψ) его элементов ϕ
и ψ. Пусть A — линейный непрерывный оператор, действующий в H.
Определим оператор, сопряжённый к A.

Определение 4.8.
Если A ∈ L (H → H), то оператор A∗ с областью определения

DomA∗ = H, для которого (Aϕ,ψ) = (ϕ,A∗ψ) при всех ϕ ∈ H и
ψ ∈ H, называют сопряжённым к оператору A.�

Корректность определения 4.8 и основные свойства оператора A∗
следуют из теоремы Ф.Рисса∗ об общем виде линейного непрерывного
функционала в гильбертовом пространстве. Напомним, что линейным
непрерывным на H функционалом F называют линейный непрерыв-
ный оператор, действующий из H в поле чисел P, над которым задано
пространство H (P = R или P = C). Равносильная свойству непре-
рывности ограниченность линейного функционала означает, что суще-
ствует такое число C, что для всех ϕ ∈ DomF выполнено неравенство
|F (ϕ)| 6 C‖ϕ‖H .

Теорема 4.2 (теорема Ф.Рисса).
Пусть H — действительное или комплексное гильбертово простран-

ство, (ϕ, ψ) — скалярное произведение его элементов. Пусть F — опре-
делённый всюду на H линейный непрерывный функционал. Тогда су-
ществует единственный элемент ψ ∈ H такой, что при всех ϕ ∈ H
выполнено F (ϕ) = (ϕ, ψ) и, кроме того, ‖F‖ = ‖ψ‖H .

Доказательство.
Обозначим через KerF = {ϕ ∈ H |F (ϕ) = 0} ядро функционала F .

Оно является замкнутым подпространством в H: вследствие линейно-
сти функционала F его ядро есть линейное многообразие, а вследствие
непрерывности F оно замкнуто. Если KerF = H, т.е. F (ϕ) ≡ 0 на H,
то положим ψ = 0 ∈ H; в этом случае утверждение теоремы очевидно.

Пусть KerF 6= H. Тогда существует элемент θ 6= 0, θ ⊥ KerF . При
любом ϕ ∈ H элемент F (ϕ) · θ − F (θ) · ϕ принадлежит множеству
KerF , поскольку F

(
F (ϕ) · θ − F (θ) · ϕ

)
=F (ϕ)·F (θ)− F (θ)·F (ϕ)=0.

Следовательно, элементы θ и F (ϕ) · θ − F (θ) · ϕ ортогональны:(
F (ϕ) · θ − F (θ) · ϕ, θ

)
= 0. Отсюда F (ϕ)·(θ, θ)− F (θ)·(ϕ, θ)=0, т.е.

F (ϕ)=

(
ϕ, F (θ)· θ

‖θ‖2H

)
(в случае действительного пространства H

черту комплексного сопряжения над F (θ) в последнем равенстве мож-

но не принимать во внимание). Положим ψ=F (θ)· θ

‖θ‖2H
, тогда для

любого ϕ∈H значение функционала F в точке ϕ равно F (ϕ)=(ϕ, ψ).
∗ Рисс Фридьеш (1880–1956) — венгерский математик.
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Докажем единственность полученного представления. Предполо-
жим, что для любого ϕ ∈ H выполнено F (ϕ) = (ϕ, ψ1) = (ϕ, ψ2).
Тогда, выбирая ϕ = ψ1 − ψ2, получим ‖ψ1 − ψ2‖2H = 0, т.е. ψ1 = ψ2.

Докажем, что ‖F‖ = ‖ψ‖H . По неравенству Коши–Буняковского

|F (ϕ)| = |(ϕ, ψ)| 6 ‖ϕ‖H ·‖ψ‖H , поэтому ‖F‖ = sup
ϕ6=0

|F (ϕ)|
‖ϕ‖H

6 ‖ψ‖H .

При ϕ = ψ имеем
|F (ψ)|
‖ψ‖H

=
(ψ, ψ)

‖ψ‖H
= ‖ψ‖H , поэтому ‖F‖ = ‖ψ‖H .�

Фиксируем элемент ψ ∈ H и рассмотрим функционал
F (ϕ) = (Aϕ,ψ), где A ∈ L (H → H). Очевидно, что F — линейный
функционал, а в силу неравенств |F (ϕ)| = |(Aϕ,ψ)| 6 ‖Aϕ‖ · ‖ψ‖ 6
6 ‖A‖ · ‖ϕ‖ · ‖ψ‖ функционал F является ограниченным, причём

‖F‖ 6 ‖A‖ · ‖ψ‖. (4.2)

По теореме 4.2 существует такой элемент ψ∗ ∈ H, что для всех ϕ ∈ H
выполнено F (ϕ)=(ϕ, ψ∗), т.е. (Aϕ,ψ)=(ϕ, ψ∗). Элемент ψ∗ определя-
ется функционалом F однозначно, а функционал F однозначно опре-
делён выбором элемента ψ. Таким образом, получаем определённый на
всём пространствеH операторA∗, действующий по правилуA∗ψ=ψ∗,
т.е. (Aϕ,ψ)=(ϕ,A∗ψ) для всех ϕ∈H и ψ∈H. Это и доказывает кор-
ректность определения 4.8 и единственность оператора A∗.

Утверждение 4.5.
Если A — линейный непрерывный оператор, действующий в гиль-

бертовом пространстве H, то сопряжённый к нему оператор A∗ тоже
является линейным и непрерывным, причём ‖A‖ = ‖A∗‖.

Доказательство.
Выберем произвольные элементы ψ1 и ψ2 в H. При всех ϕ ∈ H

выполнены соотношения (Aϕ,ψ1) = (ϕ,A∗ψ1) и (Aϕ,ψ2) = (ϕ,A∗ψ2);
складывая эти соотношения, получим (Aϕ,ψ1+ψ2) = (ϕ,A∗ψ1+A∗ψ2)
для всех ϕ. Это означает, что A∗(ψ1 +ψ2) = A∗ψ1 +A∗ψ2, т.е. оператор
A∗ аддитивен.

Докажем однородность оператора A∗: для всех ϕ и ψ выполнено
(Aϕ, αψ) = α · (Aϕ,ψ) = α · (ϕ,A∗ψ) = (ϕ, αA∗ψ), т.е. A∗(αψ) = αA∗ψ
(черту комплексного сопряжения над α в случае действительного про-
странства H можно не учитывать).

Для функционала F (ϕ) = (ϕ, ψ∗), с помощью которого был опре-
делён оператор A∗, имеем ‖F‖ = ‖ψ∗‖H по теореме 4.2. Тогда по
неравенству (4.2) получаем ‖A∗ψ‖ = ‖ψ∗‖ 6 ‖A‖ · ‖ψ‖, т.е. A∗ —
ограниченный оператор, причём

‖A∗‖ 6 ‖A‖. (4.3)

Докажем обратное неравенство. Рассмотрим оператор A∗∗=(A∗)∗.
Для всех ϕ, ψ ∈ H выполнены равенства (A∗ϕ, ψ) = (ϕ,A∗∗ψ) и
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(A∗ϕ, ψ)=(ψ,A∗ϕ)=(Aψ,ϕ)=(ϕ,Aψ), поэтому (ϕ,A∗∗ψ) = (ϕ,Aψ),
т.е. A∗∗ψ = Aψ при любом ψ ∈ H. Это значит, что операторы A и
A∗∗ совпадают. Заменим в неравенстве (4.3) оператор A на A∗, тогда
получим ‖A‖ = ‖(A∗)∗‖ 6 ‖A∗‖. Отсюда ‖A∗‖ = ‖A‖.�

Утверждение 4.6.
Пусть A — линейный непрерывный оператор, действующий в гиль-

бертовом пространстве H. Оператор A является вполне непрерывным
в том и только в том случае, если A∗ вполне непрерывен.

Доказательство.
Поскольку A = (A∗)∗, достаточно доказать, что оператор A∗ вполне

непрерывен, если этим свойство обладает оператор A.
Докажем сначала, что если A ∈ L (H → H), и если оператор A∗A

вполне непрерывен, то и оператор A вполне непрерывен.
Пусть Ω — произвольное бесконечное ограниченное по норме про-

странства H множество: для всех ϕ ∈ Ω выполнено неравенство
‖ϕ‖ < C. Тогда любая бесконечная последовательность {ϕn}∞n=1 эле-
ментов множества Ω переводится оператором A∗A в последователь-
ность {A∗Aϕn}∞n=1, из которой можно выделить фундаментальную
подпоследовательность {A∗Aϕni}∞i=1. Покажем, что тогда и последо-
вательность {Aϕni}∞i=1 фундаментальна. Это следует из неравенств
‖Aϕni−Aϕnj‖2 =(A(ϕni−ϕnj),A(ϕni−ϕnj))=(A∗A(ϕni−ϕnj),(ϕni−ϕnj))6
6 ‖A∗Aϕni−A∗Aϕnj‖·‖ϕni−ϕnj‖ и ‖ϕni−ϕnj‖ 6 ‖ϕni‖+‖ϕnj‖ < 2C.
В силу полноты пространства H последовательность {Aϕni}∞i=1 схо-
дится. Это и означает, что оператор A вполне непрерывен.

Если оператор A вполне непрерывен, то по утверждению 4.4
вполне непрерывен и оператор AA∗ (так как по утверждению 4.5
для непрерывного оператора A оператор A∗ тоже непрерывен). Но
AA∗ = (A∗)∗A∗, и чтобы доказать, что A∗ вполне непрерывен, остаётся
применить только что доказанное утверждение.�

4.4. Самосопряжённые операторы в гильбертовом про-
странстве и некоторые их свойства. Теорема о суще-
ствовании характеристического значения у ненулево-
го вполне непрерывного самосопряжённого линейно-
го оператора.

Определение 4.9.
Линейный непрерывный оператор A, действующий в гильбертовом

пространстве H и совпадающий с сопряжённым к нему оператором
A∗, называют самосопряжённым. �

Самосопряжённый оператор характеризуется равенством
(Aϕ,ψ) = (ϕ,Aψ) для всех элементов ϕ и ψ пространства H.
Как и в случае конечномерного евклидова пространства, самосо-
пряжённые операторы в гильбертовом пространстве играют особую
роль; это объясняется прежде всего следующими их свойствами.
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Утверждение 4.7.
Пусть A — самосопряжённый оператор в гильбертовом простран-

стве H.
Для любого элемента ϕ ∈ H скалярное произведение (Aϕ,ϕ) явля-

ется действительным числом.
Если число λ является собственным значением оператора A, то оно

действительно.
Если λ1 и λ2 — различные собственные значения оператора A, то

соответствующие им собственные векторы ϕ1 ∈ H и ϕ2 ∈ H ортого-
нальны.

Доказательство.
(Aϕ,ϕ) = (ϕ,Aϕ) = (ϕ,A∗ϕ) = (Aϕ,ϕ), т.е. число (Aϕ,ϕ) действи-

тельное.
Пусть λ — собственное значение оператора A, т.е. суще-

ствует ϕ ∈ H, ϕ 6= 0, для которого Aϕ = λ · ϕ. Тогда (Aϕ,ϕ) =
= (λϕ, ϕ) = λ‖ϕ‖2. Числа (Aϕ,ϕ) и ‖ϕ‖2 действительны, поэтому и
число λ действительно.

Пусть λ1 6= λ2, Aϕ1 = λ1ϕ1, ϕ1 6= 0, Aϕ2 = λ2ϕ2, ϕ2 6= 0. Тогда
(Aϕ1, ϕ2) = λ1 ·(ϕ1, ϕ2) и (ϕ1, Aϕ2) = λ2 ·(ϕ1, ϕ2) = λ2 ·(ϕ1, ϕ2). В силу
равенства A = A∗ имеем (Aϕ1, ϕ2) = (ϕ1, A

∗ϕ2) = (ϕ1, Aϕ2). Поэтому
(λ1 − λ2) · (ϕ1, ϕ2) = 0. Но λ1 6= λ2, следовательно, (ϕ1, ϕ2) = 0.�

Утверждение 4.8. Если A — самосопряжённый линейный непре-
рывный оператор, то ‖A‖ = sup

‖ϕ‖=1
|(Aϕ,ϕ)|.

Доказательство.
Величину sup

‖ϕ‖=1
|(Aϕ,ϕ)| обозначим через C. При ‖ϕ‖ = 1 имеем

по неравенству Коши–Буняковского |(Aϕ,ϕ)| 6 ‖Aϕ‖ · ‖ϕ‖ 6 ‖A‖,
поэтому C 6 ‖A‖.

Докажем неравенство C > ‖A‖. Заметим, что любой элемент θ в
гильбертовом пространстве H можно представить в виде θ = ‖θ‖ · θ′,
где ‖θ′‖ = 1 (если θ 6= 0, то θ′ =

θ

‖θ‖
; если θ = 0, то θ′ — произволь-

ный элемент, норма которого равна 1). Поэтому для любого θ ∈ H
выполнено неравенство

(Aθ, θ) = ‖θ‖2 · (Aθ′, θ′) 6 C · ‖θ‖2 . (4.4)

Учитывая, что (Aψ,ϕ) = (ψ,Aϕ) = (Aϕ,ψ), поскольку A∗ = A, запи-
шем два равенства:

(A(ϕ+ ψ), ϕ+ ψ) = (Aϕ,ϕ) + (Aϕ,ψ) + (Aψ,ϕ) + (Aψ,ψ) =

= (Aϕ,ϕ) + (Aϕ,ψ) + (Aϕ,ψ) + (Aψ,ψ),
(4.5)

(A(ϕ− ψ), ϕ− ψ) = (Aϕ,ϕ)− (Aϕ,ψ)− (Aψ,ϕ) + (Aψ,ψ) =

= (Aϕ,ϕ)− (Aϕ,ψ)− (Aϕ,ψ) + (Aψ,ψ).
(4.6)
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Вычтем (4.6) из (4.5): (A(ϕ+ψ), ϕ+ψ)−(A(ϕ−ψ), ϕ−ψ)=4·Re(Aϕ,ψ).
Применяя неравенство (4.4) при θ = ϕ+ψ и при θ = ϕ−ψ, получаем∣∣Re(Aϕ,ψ)

∣∣ 6 1

4
C
(
‖ϕ+ ψ‖2 + ‖ϕ− ψ‖2

)
=

1

2
C
(
‖ϕ‖2 + ‖ψ‖2

)
(4.7)

в силу равенства параллелограмма для евклидовой нормы. Предпола-

гая, что Aϕ 6= 0, положим ψ =
‖ϕ‖
‖Aϕ‖

· Aϕ в неравенстве (4.7). Тогда

‖ψ‖= ‖ϕ‖, и получаем
∣∣∣∣Re

(
Aϕ,

‖ϕ‖
‖Aϕ‖

·Aϕ
)∣∣∣∣= ‖ϕ‖

‖Aϕ‖
‖Aϕ‖2 6 C‖ϕ‖2,

т.е. ‖Aϕ‖ 6 C · ‖ϕ‖. Это же неравенство верно и в случае Aϕ = 0.
Следовательно, ‖A‖ 6 C.�

Следствие 4.2.
Если A — самосопряжённый линейный непрерывный оператор, то

‖A‖ = max

{∣∣∣∣∣ sup
‖ϕ‖=1

(Aϕ,ϕ)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ inf
‖ϕ‖=1

(Aϕ,ϕ)

∣∣∣∣
}
. �

Следствие 4.3.
Если A — самосопряжённый линейный непрерывный оператор, то

для любого элемента ϕ ∈ H действительное число (Aϕ,ϕ) удовлетво-
ряет неравенству ‖ϕ‖2 · inf

‖ϕ‖=1
(Aϕ,ϕ) 6 (Aϕ,ϕ) 6 ‖ϕ‖2 · sup

‖ϕ‖=1
(Aϕ,ϕ).�

Известно, что всякий линейный оператор, действующий в конечно-
мерном комплексном линейном пространстве, имеет хотя бы одно соб-
ственное значение. Для операторов, действующих в бесконечномерном
пространстве это уже не обязательно; приведём примеры таких опера-
торов.

Пример 4.9.
Пусть в квадрате S = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π} задано ядро

K(x, y) =
∞∑
n=1

2−n · sin(n+ 1)x · sinny интегрального оператора

(Aϕ)(x) =
π∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy. Функциональный ряд, определяющий

ядро K, равномерно сходится на S; ядро K непрерывно на S. Поэтому
оператор A можно рассматривать как действующий в гильбертовом
пространстве L2[0, π]. Этот оператор ограничен (см. пример 4.4).
Очевидно, что A∗ 6= A.

Если функция ϕ ∈ L2[0, π] и такова, что

(Aϕ)(x) = λ · ϕ(x), 0 6 x 6 π, (4.8)

то ϕ(0) = ϕ(π) = 0, поскольку K(0, y) = K(π, y) = 0. Рассмотрим ор-
тогональную на отрезке [0, π] систему функций {sinnx}∞n=1. Эта систе-
ма полна во множестве функций из L2[0, π], обращающихся в нуль на
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концах отрезка [0, π]. Пусть {bn}∞n=1 — коэффициенты Фурье функции
ϕ по этой системе. Покажем, что для любого числа λ из (4.8) следует,
что ϕ является нулевым элементом пространства L2[0, π].

При λ = 0 равенство (4.8) означает

(Aϕ)(x) =
π∫
0

∞∑
n=1

2−n · sin(n+ 1)x · sinny · ϕ(y)dy =

=
∞∑
n=1

2−n·sin(n+ 1)x·
π∫
0

ϕ(y) sinnydy =
π

2

∞∑
n=1

2−n · bn · sin(n+ 1)x = 0

при 0 6 x 6 π. Отсюда все bn = 0, n ∈ N. В силу полноты системы
{sinnx}∞n=1 функция ϕ является нулевым элементом в L2[0, π].

При λ 6= 0 равенство (4.8) означает

(Aϕ)(x) =
π

2

∞∑
n=1

2−n · bn · sin(n + 1)x = λ ·
∞∑
n=1

bn · sinnx. Сравним

коэффициенты при одинаковых sinmx. При m = 1 имеем 0 = λb1;
отсюда b1 = 0. При m = 2 имеем

π

2
· 2−1 · b1 = λb2; отсюда b2 = 0.

Вообще, при m > 1 имеем
π

2
· 2−(m−1) · bm−1 = λbm; отсюда bm = 0.

В силу полноты системы {sinnx}∞n=1 функция ϕ является нулевым
элементом.

Оператор A не имеет собственных значений.�
Пример 4.10.
Пусть в треугольнике T = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 x} задано непре-

рывное ядро K(x, y), а при y > x это ядро равно нулю. Интегральный

оператор Вольтерры (Aϕ)(x) =
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy можно рассматривать

как действующий в гильбертовом пространстве L2[a, b]. Этот оператор
не имеет характеристических чисел. Поэтому он не имеет ненулевых
собственных значений. Если K(x, y) 6≡ 0, т.е. A 6= 0, то и число λ = 0
не является его собственным значением.�

Можно указать класс операторов, которые заведомо имеют ненуле-
вые собственные значения. Основная цель данного раздела — доказать
следующую теорему, которая будет использована в главе 5.

Теорема 4.3.
ПустьA— вполне непрерывный самосопряжённый линейный опера-

тор, действующий в комплексном гильбертовом пространстве H. Ес-
ли A 6= 0, то оператор A имеет хотя бы одно собственное значение

λ 6= 0; а следовательно, A имеет характеристическое значение µ =
1

λ
.

‖A‖ = |λ1|, где λ1 — наибольшее по абсолютной величине собственное
значение оператора A.�

Доказательство теоремы 4.3 основано на следующих четырёх лем-
мах.
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Лемма 4.1.
Пусть A —самосопряжённый линейный непрерывный оператор,

действующий в комплексном гильбертовом пространствеH. Пусть ϕ—
произвольный вектор из H, имеющий ‖ϕ‖ = 1. Тогда справедливо
неравенство

‖Aϕ‖2 6 ‖A2ϕ‖. (4.9)
В неравенстве (4.9) знак равенства имеет место тогда и только тогда,
когда ϕ является собственным вектором оператора A2, соответствую-
щим собственному значению λ = ‖Aϕ‖2.

Доказательство.
Пусть ‖ϕ‖ = 1. Заметим, что

‖Aϕ‖2 = (Aϕ,Aϕ) = (ϕ,A∗Aϕ) = (ϕ,A2ϕ) > 0 , (4.10)

и запишем неравенство Коши–Буняковского:
(ϕ,A2ϕ) 6 ‖ϕ‖ · ‖A2ϕ‖ = ‖A2ϕ‖. Неравенство Коши–Буняковского
обращается в равенство в том и только в том случае, если векторы
ϕ и A2ϕ коллинеарны, т.е. если A2ϕ = λϕ. Используя (4.10), найдём
число λ: ‖Aϕ‖2 = (ϕ,A2ϕ) = (ϕ, λϕ) = λ · ‖ϕ‖2 = λ. Отсюда следует,
что λ действительно и λ = ‖Aϕ‖2.

Пусть теперь ϕ — нормированный собственный вектор опе-
ратора A2, соответствующий собственному значению λ = ‖Aϕ‖2:
A2ϕ = ‖Aϕ‖2 · ϕ, ‖ϕ‖ = 1. Тогда ‖A2ϕ‖ = ‖Aϕ‖2 · ‖ϕ‖ = ‖Aϕ‖2.�

Определение 4.10.
Элемент θ ∈ H называют максимальным вектором оператора A,

если ‖θ‖ = 1 и ‖Aθ‖ = ‖A‖.�
Лемма 4.2.
Самосопряжённый вполне непрерывный операторA в гильбертовом

пространстве обладает максимальным вектором.
Доказательство.
Пусть A 6= 0. Норму оператора A обозначим через N ; N 6= 0. По

определению ‖A‖ = sup
‖ϕ‖=1

‖Aϕ‖. Поэтому в H существует такая после-

довательность {ϕn} векторов, что ‖ϕn‖ = 1 и lim
n→∞

‖Aϕn‖ = N . Введём
обозначение ψn = Aϕn. Вполне непрерывный оператор A переводит
ограниченную последовательность {ϕn} в последовательность {ψn} в
полном пространстве H. Поэтому из {ψn} можно выделить сходящую-
ся подпоследовательность; пусть lim

m→∞
ψnm = ψ, т.е. ‖ψnm−ψ‖ −→m→∞

0.
Тогда lim

m→∞
‖ψnm‖ = ‖ψ‖ = N (здесь записано свойство непрерывности

нормы: если ξm −→
m→∞

ξ, то ‖ξm‖ −→
m→∞

‖ξ‖).

Введём вектор θ=
ψ

N
, ‖θ‖=1. Введём последовательность θm=

ψnm
N

.

Применяя неравенство (4.9), получаем ‖Aθm‖=
‖Aψnm‖
N

=
‖A2ϕnm‖

N
>
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>
‖Aϕnm‖2

N
=
‖ψnm‖2

N
. С другой стороны, ‖Aθm‖ 6 ‖A‖ · ‖θm‖ =

= N · ‖ψnm‖
N

= ‖ψnm‖.
Поэтому имеем двойное неравенство:

‖ψnm‖2

N
6 ‖Aθm‖ 6 ‖ψnm‖ ;

перейдём в нём к пределу приm→∞: N 6 ‖Aθ‖ 6 N , т.е. ‖Aθ‖ = N .
Это и означает, что θ — максимальный вектор оператора A.�

Лемма 4.3.
Если θ — максимальный вектор самосопряжённого оператора A,

то θ является собственным вектором оператора A2, соответствующим
собственному значению λ = ‖A‖2.

Доказательство.
Норму оператора A снова обозначим через N , и пусть θ —

его максимальный вектор. Применяя неравенство (4.9), получаем
N2 = ‖A‖2 = ‖Aθ‖2 6 ‖A2θ‖ 6 ‖A‖ · ‖Aθ‖ 6 ‖A‖ · ‖A‖ · ‖θ‖ = N2, т.е.
‖Aθ‖2 = ‖A2θ‖. Тогда по лемме 4.1 элемент θ является собственным
вектором оператора A2, который соответствует собственному значе-
нию λ = ‖Aθ‖2 = ‖A‖2.�

Лемма 4.4.
Если оператор A2 имеет собственный вектор θ, соответствующий

собственному значению N2 (здесь N — просто некоторое число), то
оператор A имеет собственное значение N или собственное значение
(−N).

Доказательство.
Для вектора θ 6= 0 равенство A2θ = N2θ перепишем в виде

(A2−N2E)θ = 0, где E — тождественный оператор. Очевидно опера-
торное равенство (A2 −N2E) = (A−NE)(A+NE).

Положим ξ = (A + NE)θ. Если ξ 6= 0, то ξ является собствен-
ным вектором оператора A, отвечающим собственному значению N :
(A−NE)ξ = 0, ξ 6= 0.

Если же ξ = 0, то θ является собственным вектором оператора A,
отвечающим собственному значению (−N): ξ = (A − (−N)E)θ = 0,
θ 6= 0.�

Доказательство теоремы 4.3.
По лемме 4.2 оператор A имеет максимальный вектор θ. По лемме

4.3 этот вектор θ является собственным вектором оператора A2, со-
ответствующим собственному значению ‖A‖2. По лемме 4.4 оператор
A имеет собственное значение ‖A‖ или собственное значение (−‖A‖);
т.е. существует собственное значение λ1, абсолютная величина которо-
го равна ‖A‖.

Докажем, что если существуют другие собственные значения, то
собственное значение λ1, удовлетворяющее условию |λ1| = ‖A‖, имеет
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наибольшую среди них абсолютную величину. Пусть λ2 — другое соб-
ственное значение и ϕ2 — отвечающий ему нормированный собствен-
ный вектор: Aϕ2 = λ2ϕ2, ‖ϕ2‖ = 1. Тогда (Aϕ2, ϕ2) = (λ2ϕ2, ϕ2) = λ2

и |λ1| = ‖A‖ = sup
‖ϕ‖=1

|(Aϕ,ϕ)| > |λ2|.�

Замечание 4.2.
Если самосопряжённый линейный оператор A вполне непрерывен,

то ‖A‖ = max
‖ϕ‖=1

|(Aϕ,ϕ)|, причём максимум достигается на нормиро-

ванном собственном векторе, отвечающем собственному значению λ1,
для которого |λ1| = ‖A‖. Ср. с утверждением 4.8 ! �

42



Глава 5.
Линейные интегральные уравнения 2-го рода с

самосопряжёнными ядрами. Теория
Гильберта–Шмидта*.

5.1. Основные свойства интегральных операторов Фред-
гольма с самосопряжёнными ядрами.

В замкнутом квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b} будем счи-
тать заданным ядро K(x, y), которое непрерывно в S или фред-
гольмово (т.е. ядро класса L2(S)). Такое ядро называют самосо-
пряжённым (или эрмитовым∗∗), если K(x, y) = K∗(x, y) = K(y, x). Са-
мосопряжённое ядро, принимающее лишь действительные значения,
симметрично: K(x, y) = K(y, x)). По этой причине даже комплексные
самосопряжённые ядра в литературе часто называют симметричными.
В данном курсе будем различать термины

”
самосопряжённое ядро“ и

”
симметричное ядро“. Так ядра x + y, x2 + y2, i · (x − y) (здесь i —
мнимая единица) самосопряжённые, причём ядра x+ y и x2 + y2 сим-
метричные. Ядро i · (x+ y) не является самосопряжённым.

Пусть Ω — замкнутая ограниченная область в Rl, l > 1, −→x ∈ Ω,−→y ∈ Ω, а |−→x − −→y | обозначает евклидово расстояние между точками
−→x и −→y . Если 0 6 α <

l

2
, то ядро |−→x − −→y |−α фредгольмово и сим-

метрично. Свойства интегральных операторов с самосопряжёнными
ядрами, зависящими от −→x ∈ Rl и −→y ∈ Rl практически не отличают-
ся от случая x ∈ R1 и y ∈ R1. В данной главе будем рассматривать
только скалярные независимые переменные x и y.

Перечислим уже известные свойства самосопряжённых ядер и опре-
деляемых ими самосопряжённых интегральных операторов, докажем
их новые свойства.

Утверждение 5.1.
Если ядро K(x, y) самосопряжённое, то функция K(x, x) принимает

только действительные значения.�
Утверждение 5.2.
Если ядро K(x, y) самосопряжённое, то и все его итерированные

ядра Kn(x, y) самосопряжённые.
Доказательство вытекает из следствия 2.1.�

Интегральный оператор (Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy с самосо-

пряжённым ядром будем рассматривать как оператор, действующий
∗ Шмидт Эрхард (1876-1959) — немецкий математик.
∗∗ Эрмит Шарль (1822–1901) — французский математик.

43



в гильбертовом пространстве L2[a, b].
Задача 5.1.
Докажите, что если действующий в L2[a, b] интегральный опера-

тор с непрерывным ядром самосопряжённый, то это ядро самосо-
пряжённое.�

Утверждение 5.3.
Если самосопряжённое ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квад-

рате S или фредгольмово, то интегральный оператор A является
вполне непрерывным самосопряжённым оператором в пространстве
L2[a, b]. (См. замечание 4.1.)�

Теорема 5.1.
Пусть непрерывное в замкнутом квадрате S самосопряжённое ядро

K(x, y) 6≡ 0 (или более общо: K(x, y) является ядром класса L2(S) и
определяет интегральный оператор A 6= 0). Тогда оно имеет хотя бы
одно характеристическое число. Наименьшее по абсолютной величине
характеристическое число µ1 удовлетворяет условию

|µ1| =
1

‖A‖
. (5.1)

Доказательство следует из теоремы 4.3. Линейный интегральный
оператор A с ядром K(x, y) является вполне непрерывным самосо-
пряжённым оператором в гильбертовом пространстве L2[a, b]; A 6= 0.

Он имеет хотя бы одно собственное значение λ 6= 0. Тогда µ =
1

λ
явля-

ется характеристическим значением. Для наибольшего по абсолютной
величине собственного значения λ1 имеем |λ1| = ‖A‖.�

Следствие 5.1.
В условиях теоремы 5.1 для любой функции ω ∈ L2[a, b] выполнено

неравенство

‖Aω‖L2[a,b] 6
1

|µ1|
· ‖ω‖L2[a,b]. (5.2)

Доказательство вытекает из определения ‖A‖ и равенства
(5.1).�
Утверждение 5.4.
Все характеристические числа самосопряжённого ядра действи-

тельны. Собственные функции самосопряжённого ядра, отвечающие
различным характеристическим числам, ортогональны. (См. утвер-
ждение 4.7.)�

Теория Гильберта–Шмидта заключается в изучении линейных ин-
тегральных уравнений Фредгольма 2-го рода с самосопряжённым яд-
ром:

ϕ(x)− µ
b∫

a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x) (5.3)
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(ϕ− µAϕ = f);

◦
ϕ(x)− µ

b∫
a

K(x, y)
◦
ϕ(y)dy = 0 (5.4)

(
◦
ϕ− µA ◦ϕ = 0);

K(x, y) = K∗(x, y), A = A∗.

Для уравнений (5.3), (5.4) справедливы теоремы 2.1—2.4. Но теория
этих уравнений может быть построена независимо от теории Фред-
гольма, поскольку их изучение связано с теорией ортогональных раз-
ложений.

Задача 5.2.
Сформулируйте теоремы Фредгольма в случае самосопряжённого

ядра.�
Задача 5.3.
Приведите пример самосопряжённого ядра, имеющего лишь конеч-

ное число характеристических значений.
Приведите пример самосопряжённого ядра, имеющего счётное чис-

ло характеристических значений.�
Пусть µ— характеристическое число самосопряжённого ядра. Оно

имеет конечный ранг r, т.е. ему соответствует конечное число r линей-
но независимых собственных функций. Применим к ним процесс орто-
гонализации Грама∗–Шмидта в пространстве L2[a, b] (этот процесс в
точности повторяет процесс ортогонализации линейно независимой си-
стемы r векторов в конечномерном пространстве). Тогда получим ор-
тонормированную систему r собственных функций, соответствующих
характеристическому числу µ. Далее будем всегда предполагать, что
такая ортогонализация выполнена. Учитывая утверждение 5.4, полу-
чаем, что совокупность всех собственных функций самосопряжённого
ядра можно считать ортонормированной.

Характеристические значения и собственные функции самосо-
пряжённого ядра принято записывать в виде двух последовательно-
стей (либо конечных, либо бесконечных):

µ1 , µ2 , . . ., µn , . . . ;
◦
ϕ1(x),

◦
ϕ2(x), . . .,

◦
ϕn(x), . . . .

(5.5)

При этом соблюдают следующие правила.
1◦. Числа µn записывают в порядке неубывания их абсолютных
величин: |µn| 6 |µn+1|.
2◦. Каждое характеристическое число µ записывают столько раз
подряд, каков его ранг r (т.е. геометрическая кратность). Но при

∗ Грам Йёрген Педерсен (1850–1916) — датский математик.
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этом каждому такому числу соответствует только одна собственная
функция, а все эти r собственных функций попарно ортогональны и
нормированы.

Таким образом, в (5.5) система собственных функций ортонорми-
рованная. Если последовательность характеристических чисел в (5.5),
бесконечна, то из теории Фредгольма следует, что |µn| −→

n→+∞
+∞.

Утверждение 5.5.
Пусть ядро K(x, y) действительно и симметрично. Тогда все соб-

ственные функции этого ядра можно выбрать действительными.
Доказательство.
Пусть

◦
ϕ(x) является собственной функцией ядра K(x, y), соответ-

ствующей характеристическому числу µ:
◦
ϕ(x) = Re

◦
ϕ(x) + i · Im ◦

ϕ(x) = µ
b∫
a

K(x, y)
◦
ϕ(y)dy =

= µ
b∫
a

K(x, y) ·Re
◦
ϕ(y)dy + i · µ

b∫
a

K(x, y) · Im ◦
ϕ(y)dy. Поскольку ядро

K(x, y) и характеристическое значение µ действительны, то

Re
◦
ϕ(x) = µ

b∫
a

K(x, y) ·Re
◦
ϕ(y)dy, Im

◦
ϕ(x) = µ

b∫
a

K(x, y) · Im ◦
ϕ(y)dy.

Если Re
◦
ϕ(x) 6≡ 0, то Re

◦
ϕ(x) является отвечающей µ собственной

функцией. Если Im
◦
ϕ(x) 6≡ 0, то Im

◦
ϕ(x) является отвечающей µ соб-

ственной функцией.�
Замечание 5.1.
В случае, когда самосопряжённое ядро принимает комплексные

значения, его собственные функции, возможно, не удастся выбрать
действительными. Пусть, например, ядро i · (x−y) имеет собственную
функцию

◦
ϕ(x), соответствующую характеристическому числу µ. Это

ядро самосопряжённое, поэтому µ действительное. Если бы в равен-

стве
◦
ϕ(x) = µ

b∫
a

i · (x − y)
◦
ϕ(y)dy функция

◦
ϕ была действительной, то

его левая часть была бы действительной, а правая —чисто мнимой.
Это невозможно, поскольку

◦
ϕ(x) 6≡ 0.�

Задача 5.4.
Пусть

◦
ϕ(x) — собственная функция самосопряжённого ядра

K(x, y), отвечающая характеристическому числу µ. Докажите, что
◦
ϕ(x) является отвечающей µ собственной функцией союзного ядра
K(y, x) = K(x, y). Тем самым союзные самосопряжённые ядра имеют
одинаковые характеристические значения, а их собственные функции
комплексно сопряжены.�
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Утверждение 5.6.
Пусть самосопряжённое ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом

квадрате S. Тогда все его собственные функции
◦
ϕn(x) непрерывны

на отрезке [a, b].
Доказательство.
По утверждению 2.8 если ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом

квадрате S, а функция ϕ ∈ L2[a, b], то функция Aϕ непрерывна на
[a, b].�

Утверждение 5.7.
Пусть самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0 и непрерывно в замкну-

том квадрате S. Тогда при всех x ∈ [a, b] выполнено неравенство

∞∑
n=1

| ◦ϕn(x)|2

µ2
n
6

b∫
a

∣∣K(x, y)
∣∣2dy. (5.6)

В левой части неравенства (5.6) в сумме учитываются все µn и
◦
ϕn

последовательностей (5.5); если число характеристических значений
µn конечно, то и сумма конечна.

Доказательство.
Для непрерывного ядра K(x, y) при каждом x ∈ [a, b] существу-

ет конечный интеграл
b∫
a

∣∣K(x, y)
∣∣2dy =

b∫
a

|K(x, y)|2dy. Фиксируем x и

запишем коэффициенты Фурье функции K(x, y), зависящей от y, по
ортонормированной системе функций { ◦ϕn(y)}:

(K, ◦ϕn) =

b∫
a

K(x, y) · ◦ϕn(y)dy = (A
◦
ϕn)(x) =

1

µn
· ◦ϕn(x).

Для любой ортонормированной системы справедливо неравенство Бес-
селя∗, которым и является неравенство (5.6) для зависящей от y функ-
ции K ∈ L2[a, b] (здесь x —параметр).�

Пусть самосопряжённое ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом
квадрате S и имеет характеристические значения и собственные функ-
ции (5.5). Тогда при j ∈ N можно ввести самосопряжённое непрерыв-
ное (поскольку все функции

◦
ϕi непрерывны) ядро

K(j)(x, y) = K(x, y)−
j∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi
(5.7)

∗ Бессель Фридрих Вильгельм (1784–1846) — немецкий математик.
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(заметьте, что K(j) — новое обозначение!); если число m линейно неза-
висимых собственных функций ядра K конечно, то j 6 m. Ядра K(j)

определяют самосопряжённые интегральные операторы A(j), которые
действуют по формуле

(A(j)ω)(x) = (Aω)(x)−
j∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x) (5.8)

для любой функции ω ∈ L2[a, b].
Замечание 5.2.
В формуле (5.8) можно опустить независимую переменную x:

A(j)ω = Aω −
j∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi .

Далее будем иногда поступать таким образом, если это не приводит к
недоразумению.�

Утверждение 5.8.
Пусть все характеристические числа и ортонормированные соб-

ственные функции непрерывного самосопряжённого ядра K(x, y) за-
писаны в последовательностях (5.5). Тогда все характеристические
числа и собственные функции ядра K(j)(x, y)(номер j здесь фиксиро-
ван) составляют последовательности

µj+1 , µj+2 , . . . ;
◦
ϕj+1(x),

◦
ϕj+2(x), . . . .

Для любой функции ω ∈ L2[a, b] выполнено неравенство

‖A(j)ω‖L2[a,b] 6
‖ω‖L2[a,b]

|µj+1|
. (5.9)

Доказательство.
Идея введения операторов A(j) состоит в том, что из объединения

всех собственных подпространств оператора A отбрасываются его соб-
ственные подпространства, натянутые на

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕj.

В формуле (5.8) в качестве функции ω выберем функцию
◦
ϕn,

n > j + 1; тогда имеем из (5.8):

A(j) ◦ϕn = A
◦
ϕn −

j∑
i=1

(
◦
ϕn,

◦
ϕi)

µi

◦
ϕi = A

◦
ϕn =

1

µn

◦
ϕn,
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поскольку все (
◦
ϕn,

◦
ϕi) = 0 в силу ортогональности собственных функ-

ций. Поэтому µn и
◦
ϕn(x) при n > j+1 являются характеристическими

значениями и собственными функциями ядра K(j)(x, y).
Обратно, пусть µ и

◦
ϕ(x) — характеристическое число и отвечающая

ему собственная функция ядра K(j)(x, y). Тогда по формуле (5.8)

◦
ϕ = µA(j) ◦ϕ = µA

◦
ϕ− µ

j∑
i=1

(
◦
ϕ,
◦
ϕi)

µi

◦
ϕi . (5.10)

При n = 1, 2, . . . , j умножим скалярно равенство (5.10) на
◦
ϕn:

(
◦
ϕ,
◦
ϕn) = µ · (A ◦ϕ, ◦ϕn)− µ ·

j∑
i=1

(
◦
ϕ,
◦
ϕi) · (

◦
ϕi,
◦
ϕn)

µi
=

= µ·( ◦ϕ,A ◦ϕn)− µ

µn
·( ◦ϕ, ◦ϕn) =

µ

µn
·( ◦ϕ, ◦ϕn)− µ

µn
·( ◦ϕ, ◦ϕn) = 0 (здесь исполь-

зованы следующие факты: (
◦
ϕi,
◦
ϕn) =

{
0, i 6= n,

1, i = n;
A∗ = A; µn ∈ R).

Следовательно, в (5.10) сумма
j∑
i=1

(
◦
ϕ,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x) ≡ 0 на отрезке

a 6 x 6 b, т.е.
◦
ϕ = µA

◦
ϕ. Таким образом, µ и

◦
ϕ(x) оказались характе-

ристическим числом и собственной функцией ядра K(x, y). Причём,
◦
ϕ

ортогональна всем собственным функцииям
◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕj. Поэтому µ сов-

падает с одним из характеристических чисел µj+1, µj+2, . . . . А если
пронормировать функцию

◦
ϕ, то такая нормированная функция сов-

падёт с
◦
ϕn при некотором n > j + 1.

Итак, µj+1 является наименьшим по абсолютной величине характе-
ристическим числом ядра K(j)(x, y). Применяя к оператору A(j) нера-
венство (5.2),получаем неравенство (5.9).�

Следствие 5.2.
Если в условиях утверждения 5.8 оператор A имеет бесконечное

число характеристических значений, то lim
j→+∞

‖A(j)ω‖L2[a,b] = 0 для

любой функции ω ∈ L2[a, b].
Доказательство вытекает из неравенства (5.9), поскольку

|µj+1| −→
j→+∞

+∞.�

Задача 5.5.
В квадрате S = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π} задано ядро

K(x, y) =
2

π

∞∑
i=1

sin(ix) · sin(iy)

i2
. Непрерывно ли данное ядро в S?

Является ли оно симметричным? Найдите все характеристические
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числа и собственные функции ядра K. Найдите ядра K(j)(x, y) и все
их характеристические числа и собственные функции.�

Утверждение 5.9.
Непрерывное самосопряжённое ядро имеет лишь конечное число

характеристических значений в том, и только в том случае, если оно
вырожденное.

Доказательство.
В разделах 2.4 и 2.5 показано, что вырожденное ядро может иметь

не более конечного числа характеристических значений.
Пусть непрерывное самосопряжённое ядро K(x, y) имеет лишь ко-

нечное число характеристических значений и, следовательно, лишь ко-
нечное число m ортонормированных собственных функций:

µ1 , µ2 , . . ., µm ;
◦
ϕ1(x),

◦
ϕ2(x), . . .,

◦
ϕm(x).

Тогда непрерывное самосопряжённое ядро K(m)(x, y) не имеет харак-
теристических чисел: в противном случае имелась бы собственная
функция

◦
ϕ(x) ядра K(m)(x, y), которая является и собственной функ-

цией ядра K(x, y). Но
◦
ϕ ортогональна всем

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕm, т.е. ядро K

имело бы в этом случае ортогональную систему из более, чем m, соб-
ственных функций. По теореме 5.1 ядро K(m)(x, y) ≡ 0. Поэтому из
равенства (5.7) получаем

K(x, y) =

m∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi
. (5.11)

�
Следствие 5.3.
Если в условиях утверждения 5.9 оператор A имеет вырожденное

ядро вида (5.11), то оператор A(m) = 0, т.е. (A(m)ω)(x) ≡ 0 для любой
функции ω ∈ L2[a, b] (ср. со следствием 5.2).�

Замечание 5.3.
Вырожденность ядра K означает, что интегральный оператор A с

таким ядром конечномерный, т.е. dimRanA <∞ (см. пример 4.8).�
Всюду выше собственной функцией оператора A называлась нену-

левая функция
◦
ϕ, которая при некотором µ 6= 0 удовлетворяет урав-

нению
◦
ϕ = µA

◦
ϕ. Это можно выразить по–другому: A

◦
ϕ = λ

◦
ϕ, где

λ =
1

µ
— собственное значение оператора A. Если интегральный опе-

ратор Фредгольма имеет бесконечное число собственных значений λn,
то {λn} −→

n→+∞
0. Но возможны и собственные функции ϕ, отвечающие

собственному значению λ = 0, т.е. ϕ 6= 0, ϕ ∈ KerA. Собственному
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значению λ = 0 может отвечать как конечное, так и бесконечное число
линейно независимых собственных функций. Например, в случае ядра
K(x, y) ≡ 0, т.е. в случае A = 0, будет KerA = L2[a, b].

Пример 5.1.
В квадрате S={−16x6 1, −16y6 1} задано ядро K(x, y)=x2y2.

Для оператора (Aϕ)(x) =
1∫
−1

x2y2 · ϕ(y)dy имеем A = A∗ 6= 0.

Пусть ϕ — произвольная нечётная функция, ϕ ∈ L2[−1, 1]. То-
гда (Aϕ)(x) ≡ 0. Следовательно, dimKerA = +∞, т.е. λ = 0 является
собственным значением оператора A бесконечной геометрической
кратности.�

Пример 5.2.
В квадрате S = {0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π} задано ядро

K(x, y) =
2

π

∞∑
i=1

sin(2ix) · sin(2iy)

(2i)2
. По признаку Вейерштрасса этот

функциональный ряд сходится равномерно в S, поэтому ядро K
непрерывно. Очевидно, что ядро K симметрично. Убедимся, что
интегральный оператор A с таким ядром имеет собственное значение
λ = 0 бесконечной геометрической кратности, т.е. dimKerA = +∞.
Для этого достаточно рассмотреть систему {sin(2n+ 1)x}+∞n=0 линейно
независимых на отрезке [0, π] функций; для них имеем

π∫
0

(
2

π

∞∑
i=1

sin(2ix) · sin(2iy)

(2i)2

)
sin(2n+ 1)ydy =

=
2

π

∞∑
i=1

sin(2ix)

(2i)2
·
π∫
0

sin(2iy) · sin(2n+ 1)ydy = 0.

Следовательно, sin(2n+ 1)x ∈ KerA при всех n = 0, 1, 2, . . .�
Утверждение 5.10.
Пусть A — самосопряжённый интегральный оператор с непрерыв-

ным ядром. Функция ϕ ∈ KerA в том, и только в том случае, если
она ортогональна всем собственным функциям оператора A, соответ-
ствующим его характеристическим значениям (т.е. соответствующим
его ненулевым собственным значениям).

Доказательство.
Необходимость. Пусть для функции ϕ её образ Aϕ являет-

ся нулевым элементом в L2[a, b]. Тогда для любого характеристи-
ческого числа µi и отвечающей ему собственной функции

◦
ϕi имеем

(
◦
ϕi, ϕ) = (µiA

◦
ϕi, ϕ) = µi(A

◦
ϕi, ϕ) = µi(

◦
ϕi, Aϕ) = µi · (

◦
ϕi, 0) = 0.

Достаточность докажем от противного. Пусть в L2[a, b] существу-
ет такой элемент ϕ 6= 0, что (ϕ,

◦
ϕi) = 0 для всех собственных функ-

ций
◦
ϕi, соответствующих характеристическим числам оператора A,

но Aϕ 6= 0. Нормируем функцию ϕ: положим ω =
ϕ

‖ϕ‖L2[a,b]
. Введём
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обозначение: δ = ‖Aω‖L2[a,b]. Из условия Aϕ 6= 0 следует δ > 0.
Рассмотрим все характеристические значения µn, для которых

|µn| 6
1

δ
(т.е. |λn| > δ). Им отвечает конечное число j ортонорми-

рованных собственных функций:

µ1 , µ2 , . . ., µj ;
◦
ϕ1(x),

◦
ϕ2(x), . . .,

◦
ϕj(x).

Здесь j = j(δ), и |µj+1| >
1

δ
. Применим оператор A(j) к выбранной

функции ω; тогда по формуле (5.8) получим

A(j)ω = Aω −
j∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi = Aω ,

поскольку все (ω,
◦
ϕi) = 0. Тогда по неравенству (5.9) имеем

δ = ‖Aω‖L2[a,b] = ‖A(j)ω‖L2[a,b] 6
‖ω‖L2[a,b]

|µj+1|
=

1

|µj+1|
,

т.е. |µj+1| 6
1

δ
— противоречие.�

5.2. Теорема Гильберта–Шмидта.
Cобственные функции самосопряжённого ядра образуют ортонор-

мированную систему (5.5). Поэтому имеет смысл вопрос о разложении
какой–либо заданной функции в ряд Фурье по этой ортонормирован-
ной системе.

Определение 5.1.
Функцию η(x), a 6 x 6 b, называют истокообразно представимой

через ядро K(x, y), если существует такая функция ω ∈ L2[a, b], что

η(x) =

b∫
a

K(x, y)ω(y)dy = (Aω)(x) (5.12)

при всех x ∈ [a, b].�
Истокообразная представимость функции η означает, что

η ∈ RanA. Определение 5.1 фактически повторяет определение
2.8, но теперь функции K и ω не обязательно непрерывны.

Теорема 5.2 (теорема Гильберта–Шмидта).
Пусть самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0 и непрерывно в замкну-

том квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}. Пусть функция η(x)
истокообразно представима через ядро K : η = Aω,ω ∈ L2[a, b] (см.
(5.12)).
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Тогда ряд Фурье
∞∑
i=1

(η,
◦
ϕi)
◦
ϕi(x) (5.13)

функции η(x) по ортонормированной системе (5.5) собственных функ-
ций ядра K(x, y) сходится к η(x), причём его сходимость абсолютная
и равномерная на отрезке [a, b];

η(x) =

∞∑
i=1

(η,
◦
ϕi) ·

◦
ϕi(x) =

∞∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x) . (5.14)

(Если в (5.5) число линейно независимых функций
◦
ϕi конечно, то и

суммы в (5.13) и (5.14) конечны.)
Доказательство.
По утверждению 2.8 из непрерывности ядра K следует непрерыв-

ность функции η на отрезке [a, b], истокообразно представимой через
ядро K. По утверждению 5.6 все собственные функции

◦
ϕi этого яд-

ра непрерывны на [a, b]. Поэтому существуют коэффициенты Фурье
функции η по ортонормированной системе функций (5.5):

b∫
a

η(x)
◦
ϕi(x)dx = (η,

◦
ϕi) = (Aω,

◦
ϕi) = (ω,A

◦
ϕi) =

1

µi
(ω,

◦
ϕi) (5.15)

(здесь использовано A = A∗ и µi ∈ R).
Если число m линейно независимых собственных функций в (5.5)

конечно, то по утверждению 5.9 ядро K вырожденное и имеет вид

(5.11). Тогда η(x) =
b∫
a

K(x, y)ω(y)dy =
m∑
i=1

1

µi
·
b∫
a

ω(y)
◦
ϕi(y)dy · ◦ϕi(x) =

=
m∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x), т.е. выполнено равенство (5.14). В этом случае

теорема доказана.
Пусть теперь ядро K не является вырожденным. Тогда в (5.5) име-

ем бесконечное число линейно независимых собственных функций, и
|µi| −→

i→+∞
+∞. Запишем для функции ω неравенство (5.9):

‖A(j)ω‖L2[a,b] =

∥∥∥∥∥Aω − j∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi

∥∥∥∥∥
L2[a,b]

6
‖ω‖L2[a,b]

|µj+1|
−→
j→+∞

0

(см. определение операторов A(j) формулой (5.8) и следствие 5.2).
Этим доказано, что функциональный ряд (5.13) сходится к функции
η в среднем квадратическом, т.к. Aω = η, а в силу (5.15) сумма
j∑
i=1

(ω,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi является частичной суммой ряда Фурье (5.13).
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Докажем, что ряд (5.13) сходится к функции η равномерно на
[a, b] и абсолютно.

Введём обозначение M = max
(x,y)∈S

|K(x, y)|. Заметим, что для любых

n ∈ N и p ∈ N выполнены неравенства

n+p∑
i=n

|(ω, ◦ϕi)| ·

∣∣∣∣∣
◦
ϕi(x)

µi

∣∣∣∣∣ 6
(
n+p∑
i=n

|(ω, ◦ϕi)|2
)1/2

·

(
n+p∑
i=n

| ◦ϕi(x)|2

µ2
i

)1/2

6

(5.16)

6

(
n+p∑
i=n
|(ω, ◦ϕi)|2

)1/2
·

(
b∫
a

|K(x, y)|2dy

)1/2
6

(
n+p∑
i=n
|(ω, ◦ϕi)|2

)1/2
·M· (b−a)

1/2
=σnp

(здесь использованы следующие факты: числовое неравенство Коши–
Буняковского в Rp+1, µi ∈ R, неравенство (5.6); введено обозначение
σnp). Для любой ортонормированной системы { ◦ϕi} выполнено нера-
венство Бесселя: ∞∑

i=1

|(ω, ◦ϕi)|2 6 ‖ω‖2L2[a,b] , (5.17)

которое означает, что числовой ряд в левой части (5.17) сходится. То-
гда по критерию Коши сходимости этого числового ряда получаем, что
для любого числа ε > 0 найдётся такой номер N(ε), что при любом на-
туральном n > N(ε) и при любом p ∈ N будет выполнено неравенство
σnp < ε. По критерию Коши равномерной сходимости отсюда следует
абсолютная и равномерная сходимость функционального ряда (5.14).

Осталось доказать, что ряд (5.14) равномерно сходится именно к
функции η(x). Из непрерывности всех функций

◦
ϕi(x) и из равномер-

ной сходимости ряда (5.14) следует, что его сумма непрерывна на [a, b].
Обозначим сумму ряда (5.14) через ζ(x), а его n–ую частичную сум-
му — через ζn(x). Из равномерной на [a, b] сходимости последователь-
ности {ζn(x)} к функции ζ(x) следует её сходимость к ζ(x) в среднем
квадратическом:

‖ζ − ζn‖L2[a,b] 6
(
b− a

)1/2 · ‖ζ − ζn‖C[a,b] −→
n→+∞

0

Вспоминая, что ряд (5.14) сходится в среднем квадратическом к
функции η(x), т.е. ‖η − ζn‖L2[a,b] −→

n→+∞
0, получаем

‖η−ζ‖L2[a,b] =‖η−ζn+ζn−ζ‖L2[a,b]6‖η−ζn‖L2[a,b]+‖ζn−ζ‖L2[a,b] −→
n→+∞

0.
Таким образом, для непрерывных функций η и ζ имеем
‖η − ζ‖L2[a,b] = 0. Поэтому η(x) ≡ ζ(x) на отрезке [a, b].�

Замечание 5.4.
Из доказательства теоремы 5.2 видно (см. (5.16)), что в услови-

ях этой теоремы равномерно на [a, b] сходится функциональный ряд
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∞∑
i=1

∣∣∣(η, ◦ϕi) · ◦ϕi(x)
∣∣∣. В этом случае говорят, что функциональный ряд

(5.13) регулярно сходится на [a, b]. Очевидно, что регулярно сходя-
щийся ряд сходится абсолютно и равномерно.�

Замечание 5.5.
В условии теоремы Гильберта–Шмидта не предполагается ни за-

мкнутость в пространстве L2[a, b] ортонормированной системы (5.5)
функций

◦
ϕi, ни сходимость ряда Фурье функции ω по этой системе.

Теорема Гильберта–Шмидта доказывает, что система (5.5) соб-
ственных функций оператора A замкнута в его множестве значений
RanA. Поэтому в RanA для этой системы функций выполнено ра-

венство Парсеваля∗:
∞∑
i=1
|(η, ◦ϕi)|2 = ‖η‖2L2[a,b] — для любой функции

η ∈ RanA. (Напомним, что свойство замкнутости ортонормированной
системы является важнейшим в теории рядов Фурье. См.[23], гл.10,
§2)�

В курсе линейной алгебры доказано, что линейный оператор A, дей-
ствующий в конечномерном евклидовом пространстве (над полем чи-
сел R или над полем C) является самосопряжённым в том, и только в
том случае, если в этом пространстве существует ортонормированный
базис, в котором матрица оператора A действительна и диагональна.
Этот базис целиком состоит из собственных векторов оператора A, а
все собственные значения оператора A действительны.

Теорема Гильберта–Шмидта распространяет этот факт на вполне
непрерывные самосопряжённые интегральные операторы, действу-
ющие в гильбертовом пространстве L2[a, b]. Чтобы построить в
L2[a, b]ортонормированный базис из собственных функций такого опе-
ратора A, надо к ортонормированной системе (5.5) функций

◦
ϕi доба-

вить какой–нибудь ортонормированный базис нуль–множества KerA,
если KerA 6= 0 (т.е. если число λ = 0 является собственным зна-
чением оператора A); при этом согласно утверждению 5.10 получим
ортонормированную систему функций. Такая ортонормированная си-
стема будет ортонормированным базисом в пространстве L2[a, b], т.е.
эта система функций будет замкнутой в L2[a, b]. Доказательство этого
факта основано на теореме об ортогональной проекции, которая спра-
ведлива в любом гильбертовом пространстве (она изучается в курсе
функционального анализа; см. в книге [Л.А. Люстерник, В.И.Соболев.
Краткий курс функционального анализа. Гл.2, §3]).

Напомним сначала, что непустое множество элементов линейного
пространства называют линейным многообразием, если вместе с любы-
ми его элементами ϕ1 и ϕ2 это множество содержит любую их линей-
ную комбинацию. В линейном нормированном пространстве линейное

∗Парсеваль Марк Антуан (1755–1836) — французский математик.
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многообразие называют подпространством, если оно является замкну-
тым множеством. Конечномерное линейное многообразие автоматиче-
ски замкнуто; бесконечномерное линейное многообразие может быть
как замкнутым, так и не замкнутым (приведите примеры!).

Теорема 5.3 (теорема об ортогональной проекции).
Пусть H —гильбертово пространство, N —линейное подпростран-

ство в H. Тогда для любого элемента ξ ∈ H имеет место разложение
ξ = ϕ+ η, где ϕ ∈ N , η ⊥ N . Это разложение единственно.�
Элемент ϕ в указанном разложении называют ортогональной проек-
цией элемента ξ на подпространство N . Совокупность N⊥ всех эле-
ментов пространства H, ортогональных подпространству N , также
является подпространством: все такие элементы образуют линейное
многообразие, а замкнутость множества N⊥ следует из непрерывно-
сти скалярного произведения. Подпространство N⊥ называют ортого-
нальным дополнением к N и говорят, что пространствоH разложено в
ортогональную сумму подпространств N и N⊥: H = N⊕N⊥. Это зна-
чит, что любой элемент ξ ∈ H однозначно представим в виде ξ = ϕ+η,
где ϕ ∈ N , η ∈ N⊥.

В условиях теоремы 5.2 множество N = KerA является замкнутым
линейным многообразием в силу непрерывности линейного оператора
A, действующего в гильбертовом пространстве H = L2[a, b]. Из теоре-
мы 5.2 и из утверждения 5.10 следует, что

L2[a, b] = KerA⊕RanA,

где черта означает замыкание множества RanA по норме ‖ · ‖L2[a,b].
Таким образом, для любой функции ξ ∈ L2[a, b] имеется единственное
представление в виде ξ =

∑
i

(ξ,
◦
ϕi) ·

◦
ϕi + ϕ, где ϕ ∈ KerA, а число

слагаемых в сумме конечно или счётно в зависимости от оператора

A. При этом Aξ =
∑
i

(ξ,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi. Если η = ξ − ϕ, т.е. η ∈ RanA,

то (ξ,
◦
ϕi) = (η,

◦
ϕi) для всех номеров i. Наконец, заметим, что если

ортонормированная система { ◦ϕi} является замкнутой в RanA, то она
будет замкнутой и в RanA (докажите!).

Замечание 5.6.
В теореме 5.2 можно ослабить требования, предъявляемые к ядру

K(x, y).
Пусть самосопряжённое ядро фредгольмово (т.е. K ∈ L2(S)), не

обязательно непрерывное, а функция η(x) истокообразно представима
через ядро K: η = Aω, ω ∈ L2[a, b]. Тогда уже нельзя утверждать, что
η непрерывна, но заведомо η ∈ L2[a, b] и

◦
ϕi ∈ L2[a, b]для любого номе-

ра i (см. утверждение 2.6). В этом случае существуют коэффициенты
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Фурье (5.15) функции η, а ряд Фурье (5.13) сходится к функции η в
среднем квадратическом.

Если же дополнительно потребовать выполнения неравенства
b∫
a

|K(x, y)|2dy 6 const при всех x ∈ [a, b] (постоянная не зависит от

x), то можно доказать равномерную на [a, b] сходимость ряда Фурье
(5.13) к функции η(x) (см. неравенство (5.16) в доказательстве тео-
ремы 5.2).�

5.3. Билинейные ряды.
В утверждении 5.9 доказано, что непрерывное самосопряжённое вы-

рожденное ядро имеет вид (5.11). Можно ли в аналогичной форме
представить невырожденное непрерывное самосопряжённое ядро?

Утверждение 5.11.
Пусть невырожденное самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0 и непре-

рывно в замкнутом квадрате S. Пусть µi,
◦
ϕi(x) —характеристические

значения и ортонормированные собственные функции ядра K, запи-
санные в (5.5). Тогда при n > 2 итерированное ядро Kn(x, y) разла-
гается в билинейный ряд по собственным функциям ядра K:

Kn(x, y) =

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µni
. (5.18)

Функциональный ряд (5.18) сходится абсолютно и равномерно в
замкнутом квадрате S.�

Замечание 5.7.
В случае вырожденного ядра число линейно независимых функций

◦
ϕi в (5.5) конечно, и сумма в (5.18) конечна.�

Замечание 5.8.
Из утверждения 2.4 следует, что все µni являются характеристиче-

скими значениями итерированного ядра Kn, которым соответствуют
те же собственные функции

◦
ϕi.�

Доказательство утверждения 5.11.
По формуле (2.18) итерированное ядро Kn можно представить в

виде

Kn(x, y) =

b∫
a

K(x, t)Kn−1(t, y)dt, n > 2. (5.19)

Это означает, что при каждом фиксированном y ∈ [a, b] итерированное
ядро Kn(x, y) как функция переменной x истокообразно представимо
через ядроK(x, t) (функцияKn−1, играющая роль функции ω в (5.12),
непрерывна по следствию 2.2). По теореме Гильберта–Шмидта при
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каждом фиксированном y функция Kn(x, y)разлагается в ряд Фурье
по собственным функциям ядра K:

Kn(x, y) =

∞∑
i=1

b∫
a

Kn(τ, y)
◦
ϕi(τ)dτ · ◦ϕi(x), (5.20)

причём функциональный ряд (5.20) сходится абсолютно и равномерно
на отрезке a 6 x 6 b.

По утверждению 5.2 все итерированные ядра Kn само-
сопряжённого ядра K тоже являются самосопряжёнными:
Kn(τ, y) = K∗n(τ, y) = Kn(y, τ). Поэтому коэффициенты Фурье в
(5.20) имеют вид

b∫
a

Kn(y, τ)
◦
ϕi(τ)dτ = (An

◦
ϕi)(y) =

◦
ϕi(y)

µni
, (5.21)

где (Aϕ)(y) =
b∫
a

K(y, τ)ϕ(τ)dτ .Таким образом, равенство (5.20) озна-

чает, что для итерированного ядраKn справедливо разложение (5.18),
причём функциональный ряд (5.18) при каждом фиксированном зна-
чении y ∈ [a, b] сходится абсолютно и равномерно по переменной x на
отрезке a 6 x 6 b.

Осталось доказать, что ряд (5.18) сходится равномерно в замкну-
том квадрате S.

Сначала в равенстве (5.18) положим n = 2 и y = x. Тогда формула

(5.19) означает K2(x, x) =
b∫
a

K(x, t)K(t, x)dt =
b∫
a

K(x, t)K(x, t)dt =

=
b∫
a

|K(x, y)|2dy (в последнем равенстве переменная интегрирования

переобозначена с t на y), а равенство (5.18) записывается в виде

∞∑
i=1

| ◦ϕi(x)|2

µ2
i

=

b∫
a

|K(x, y)|2dy (5.22)

(ср. с неравенством (5.6) в утверждении 5.7). Ряд в (5.22) допускает
применение признака равномерной сходимости Дини∗: все члены этого
ряда непрерывны и неотрицательны на отрезке a 6 x 6 b, его сумма
непрерывна на этом отрезке; поэтому функциональный ряд в (5.22)
сходится к своей сумме равномерно на указанном отрезке.

∗ Дини Улисс (1845–1918) — итальянский математик.
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Теперь пусть n — произвольное натуральное число, n > 2. Вспо-
миная, что |µ1| 6 |µi| при всех i, и применяя числовое неравенство
Коши–Буняковского в Rp+1, получаем при всех натуральных k и p

k+p∑
i=k

| ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)|
|µi|n

6
k+p∑
i=k

| ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)|

|µ1|n−2 · |µi| · |µi|
6

6
1

|µ1|n−2
·

(
k+p∑
i=k

| ◦ϕi(x)|2

µ2
i

)1/2

·

(
k+p∑
i=k

| ◦ϕi(y)|2

µ2
i

)1/2 (5.23)

По критерию Коши равномерной на [a, b] сходимости ряда (5.22) для
любого числа ε > 0 при всех достаточно больших номерах k и при
всех натуральных p правая часть неравенства (5.23) будет меньше,
чем ε, сразу для всех x ∈ [a, b] и для всех y ∈ [a, b]. Таким образом, по
критерию Коши ряд (5.18) сходится абсолютно и равномерно на S.�

Замечание 5.9. Проинтегрируем на [a, b] равномерно сходящийся
ряд (5.22) почленно и учтём, что ‖ ◦ϕi‖2L2[a,b] = 1. Тогда приходим к
формуле

∞∑
i=1

1

µ2
i

=

b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy . (5.24)

Если ядро K ∈ L2(S), но не обязательно самосопряжённое, а {µi} —
последовательность его характеристических чисел с учётом их геомет-
рических кратностей, то справедливо неравенство Шура∗:

∞∑
i=1

1

|µi|2
6

b∫
a

b∫
a

|K(x, y)|2dxdy. (5.25)

Для самосопряжённого ядра в неравенстве (5.25) имеет место знак
равенства. Кроме того, в случае самосопряжённого ядра K самосо-
пряжёнными будут и все итерированные ядра Kn, а их характеристи-
ческие числа равны µni . Применяя формулу (5.24) для ядра Kn(x, y)
получаем

∞∑
i=1

1

µ2n
i

=

b∫
a

b∫
a

|Kn(x, y)|2dxdy .� (5.26)

Билинейное разложение (5.18) получено для итерированных ядер:
при n > 2. Возможно ли аналогичное разложение самого ядра K(x, y),

∗ Шур Иссай (1875–1941) —немецкий математик.
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если оно не является вырожденным? Оказывается, что при n = 1 раз-
ложение (5.18) возможно в том смысле, что ряд (5.18) будет сходить-
ся в среднем квадратическом по одной переменной (по x или по y)
равномерно относительно другой переменной.

Утверждение 5.12.
Пусть невырожденное самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0 и непре-

рывно в замкнутом квадрате S. Тогда зависящая от переменной y
функциональная последовательность

σm(y) =

b∫
a

∣∣∣∣∣K(x, y)−
m∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi

∣∣∣∣∣
2

dx (5.27)

при m→ +∞ равномерно на [a, b] сходится к нулю.
Доказательство.
Из равенства (5.21) при n = 1 видно, что для каждого фиксирован-

ного y ∈ [a, b] коэффициенты Фурье
b∫
a

K(x, y)
◦
ϕi(x)dx ядра K(x, y) по

ортонормированной системе его собственных функций { ◦ϕi(x)} равны
◦
ϕi(y)

µi
. Для m–ой частичной суммы ряда Фурье при каждом фиксиро-

ванном y ∈ [a, b] справедливо тождество Бесселя:∥∥∥∥∥K(x, y)−
m∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi

∥∥∥∥∥
2

L2[a,b]

=

b∫
a

|K(x, y)|2 dx−
m∑
i=1

| ◦ϕi(y)|2

µ2
i

(5.28)

(оно выражает экстремальное свойство коэффициентов Фурье: среди

всех сумм вида
m∑
i=1

ci ·
◦
ϕi(x) наименьшее отклонение от функции K

как функции переменной x по норме ‖ · ‖L2[a,b] имеет m–ая частичная
сумма ряда Фурье функции K).

Равенство (5.22) (x и y меняем в нём ролями) можно записать в
виде

∞∑
i=1

| ◦ϕi(y)|2

µ2
i

=

b∫
a

|K(y, x)|2 dx =

b∫
a

|K(x, y)|2 dx (5.29)

в силу самосопряжённости ядра K: из условия K(y, x) = K(x, y) сле-
дует |K(y, x)| = |K(x, y)|. Ряд в (5.29) сходится равномерно по y на
отрезке [a, b]. Отсюда и из (5.28) следует, что билинейный ряд

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi
(5.30)
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сходится к ядру K(x, y) в том смысле, что σm(y) ⇒
m→∞

0 (см. (5.27)).�

Замечание 5.10.
В утверждении 5.12 можно поменять ролями x и y.�
Следствие 5.4.
Билинейный ряд (5.30) сходится к ядру K(x, y) в среднем квадра-

тическом в квадрате S.
Доказательство.

b∫
a

σm(y)dy =

b∫
a

b∫
a

∣∣∣∣∣K(x, y)−
m∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi

∣∣∣∣∣
2

dxdy =

=

b∫
a

b∫
a

∣∣∣K(m)(x, y)
∣∣∣2 dxdy −→

m→+∞
0 .�

(5.31)

Замечание 5.11.
Ядра K(m) введены формулой (5.7). Предельное соотношение

(5.31) означает, что ‖K(m)‖L2(S) −→ 0
m→+∞

, т.е. последовательность ядер

K(m)(x, y) стремится к нулю в среднем квадратическом в квадрате S.�
Замечание 5.12.
В формуле (5.18) положим y = x и проинтегрируем равномерно

сходящийся ряд почленно. Тогда получим выражение следа итериро-
ванного ядра Kn:

trKn =

b∫
a

Kn(x, x)dx =

∞∑
i=1

1

µni
, n > 2 .� (5.32)

Задача 5.6.

Пользуясь формулой K2n(x, y) =
b∫
a

Kn(x, t)Kn(t, y)dt (см. утвер-

ждение 2.2) и самосопряжённостью ядер Kn, n > 2, найдите след ядра
K2n. Получите формулу (5.26) из формулы (5.32).�

Задача 5.7.
Проверьте, что для ортонормированной системы функций (5.5)

система функций двух переменных { ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)} является орто-

нормированной в L2(S), т.е. в смысле скалярного произведения
b∫
a

b∫
a

ξ(x, y)ζ(x, y)dx dy функций ξ и ζ.�

Замечание 5.13.
Утверждение 5.11 означает, что билинейный ряд (5.18) является

рядом Фурье функции двух переменных Kn(x, y), n > 2, по ортонор-

мированной системе функций { ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)}, и что этот ряд сходится
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к функции Kn(x, y) регулярно на S (т.е. ряд из модулей его членов
сходится равномерно).

В утверждении 5.11 и в следствии 5.4 доказано, что билинейный
ряд (5.30) является рядом Фурье функции двух переменных K(x, y)

по ортонормированной системе { ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)}, и что этот ряд сходится

к K(x, y) в среднем квадратическом в квадрате S.�
Замечание 5.14.
Можно ослабить требования, предъявляемые к ядру K(x, y). Ес-

ли самосопряжённое ядро K ∈ L2(S), но не обязательно непрерывно,
то можно доказать, что билинейные ряды (5.18) и (5.30) сходятся в
среднем квадратическом на S.

Потребуем дополнительно выполнения неравенства
b∫

a

|K(x, y)|2dy 6 C < +∞ (5.33)

при всех x ∈ [a, b] (постоянная C не зависит от x). Тогда из (5.22)

следует
∞∑
i=1

| ◦ϕi(x)|2

µ2
i

6 C, и аналогично неравенству (5.23) получаем

k+p∑
i=k

| ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)|
|µi|n

6
C

|µk|n−2
.

Поэтому в предположениях K ∈ L2(S) и (5.33) при n > 3 ряд (5.18)
сходится регулярно на S. При тех же условиях, но при n = 2, ряд
(5.18) сходится равномерно по одной из переменных для каждого
фиксированного значения другой переменной (точнее — для почти
каждого значения другой переменной, т.к. в данном случае интегралы
понимаются в смысле Лебега).�

5.4. Решение неоднородного интегрального уравнения
2–го рода с непрерывным самосопряжённым яд-
ром. Резольвента Фредгольма непрерывного самосо-
пряжённого ядра.

Вернёмся к построению решения уравнения

ϕ(x) = µ

b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy + f(x) , a 6 x 6 b , (5.3) (ϕ = µAϕ+ f)

с самосопряжённым непрерывным ядром; A = A∗. В главе 2 доказано,
что если µ — правильное значение, а функция f непрерывна, то суще-
ствует единственное непрерывное решение ϕ этого уравнения, которое
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даётся формулой

ϕ(x) = f(x) + µ

b∫
a

Γ(x, y;µ)f(y)dy ,

где Γ — резольвента Фредгольма. Что даёт самосопряжённость ядра
K с точки зрения построения этого решения?

Утверждение 5.13.
Пусть в уравнении (5.3) невырожденное самосопряжённое ядро

K(x, y) 6≡ 0 и непрерывно в замкнутом квадрате S. Пусть в этом урав-
нении функция f непрерывна на [a, b], а µ — правильное значение
ядра K. Тогда единственное непрерывное решение ϕ уравнения (5.3)
представляется в виде ряда

ϕ(x) = f(x) + µ ·
∞∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi − µ
· ◦ϕi(x) , (5.34)

где µi и
◦
ϕi(x) — характеристические значения и ортонормированные

собственные функции ядра K (см. (5.5)). Функциональный ряд (5.34)
сходится абсолютно и равномерно на [a, b]. (Формулу (5.34) называют
формулой Шмидта.)

Доказательство.
Существование и единственность непрерывного решения ϕ при лю-

бой непрерывной функции f в уравнении (5.3) следует из теоремы
2.2. Применим к функции (Aϕ)(x) теорему Гильберта–Шмидта. Тогда
уравнение примет вид (опускаем независимую переменную x)

ϕ = µAϕ+ f = µ ·
∞∑
i=1

(ϕ,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi + f , (5.35)

где ряд по собственным функциям
◦
ϕi сходится абсолютно и равномер-

но на [a, b].
Найдём коэффициенты Фурье (ϕ,

◦
ϕi) решения. Для этого умножим

обе части уравнения (5.3) на
◦
ϕi(x) и проинтегрируем по x на отрезке

[a, b]. Тогда получим

(ϕ,
◦
ϕi) = µ · (Aϕ, ◦ϕi) + (f,

◦
ϕi) =

= µ · (ϕ,A ◦ϕi) + (f,
◦
ϕi) =

µ

µi
(ϕ,

◦
ϕi) + (f,

◦
ϕi) .

(5.36)

(здесь использовано A∗ = A, µi ∈ R). Отсюда (ϕ,
◦
ϕi) =

µi
µi − µ

· (f, ◦ϕi)
при всех i ∈ N, т.к. µ 6= µi. Подставляя найденные коэффициенты
Фурье в (5.35), получаем формулу Шмидта (5.34).�
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Если число µ является характеристическим значением ядра K, то
по теореме 2.4 уравнение (5.3) разрешимо в том и только в том случае,
если его свободный член f ортогонален каждой собственной функции
оператора A, отвечающей характеристическому числу µ. Пусть в по-
следовательности характеристических чисел (5.5)

µ = µn = µn+1 = . . . = µn+rn−1 ,

где rn — ранг (т.е. геометрическая кратность) характеристического
значения µn. Пусть (f,

◦
ϕn+l) = 0 при всех l = 0, 1, . . . , rn − 1. Как

изменится формула Шмидта в этом случае? В таких предположениях
уравнение (5.3) имеет бесконечно много непрерывных решений, а его

”
общее решение“ записывается в виде

ϕ(x) = ψ(x) + cn ·
◦
ϕn(x) + cn+1 ·

◦
ϕn+1(x) + . . .+ cn+rn−1 ·

◦
ϕn+rn−1(x) ,

где ψ(x) — некоторое непрерывное частное решение неоднородного
уравнения (5.3), а cn, . . . , cn+rn−1 — произвольные постоянные.

Как и в доказательстве утверждения 5.13, в рассматриваемом
случае к функции (Aϕ)(x) можно применить теорему Гильберта–
Шмидта и получить равенство (5.35). Но если теперь попытать-
ся найти из уравнения коэффициенты Фурье (ϕ,

◦
ϕi) этого

”
обще-

го решения“ ϕ, то для i = n, . . . , n + rn − 1 получим (см. (5.36))
(ϕ,

◦
ϕi) =

µi
µi

(ϕ,
◦
ϕi) + (f,

◦
ϕi) = (ϕ,

◦
ϕi), т.е. эти величины произвольны.

Следовательно, и в случае, когда µ = µn — характеристическое зна-
чение геометрической кратности rn, формула Шмидта остаётся спра-
ведливой, но принимает вид

ϕ(x) =f(x) + µn ·
n−1∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi − µn
· ◦ϕi(x)+

+

n+rn−1∑
i=n

ci ·
◦
ϕi(x) + µn ·

∞∑
i=n+rn

(f,
◦
ϕi)

µi − µn
· ◦ϕi(x) .

(5.37)

В случае вырожденного ядра K в формулах (5.34) и (5.37) суммы
конечны.

Замечание 5.15.
Формулы (5.34) и (5.37) дают решение ϕ ∈ L2[a, b] и в том случае,

когда ядроK удовлетворяет условиямK ∈ L2(S) и (5.33), а свободный
член f ∈ L2[a, b]. При этом условие (5.33) гарантирует абсолютную и
равномерную на [a, b] сходимость рядов в этих формулах.�

Найдём резольвенту Фредгольма самосопряжённого непрерывно-
го невырожденного ядра K(x, y) 6≡ 0. Для этого используем теорему
Гильберта–Шмидта и формулу Шмидта.
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Напомним сначала известные из главы 2 свойства резольвенты
Фредгольма. Резольвента Γ(x, y;µ) существует при каждом правиль-
ном значении µ ядра K(x, y). Если при данном µ резольвента суще-
ствует, то она единственна. При любом правильном значении µ резоль-
вента Γ(x, y;µ) является непрерывной функцией двух переменных x и
y в замкнутом квадрате S. При фиксированных значениях x и y ре-
зольвента является мероморфной аналитической функцией комплекс-
ной переменной µ. В случае самосопряжённого ядра K справедливо
равенство Γ(x, y;µ) = Γ(y, x;µ). К каким ещё свойствам резольвенты
приводит самосопряжённость ядра K? Можно ли разложить её в ряд
Фурье, используя собственные функции (5.5) ядра K?

Для коэффициентов
1

µi − µ
формулы Шмидта (5.34) при правиль-

ном значении µ применим тождество

1

µi − µ
=

1

µi
+

µ

µi · (µi − µ)
, µ 6= µi . (5.38)

Тогда формула (5.34) примет вид

ϕ(x) = f(x) + µ ·
∞∑
i=1

[
(f,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x) +

µ · (f, ◦ϕi)
µi · (µi − µ)

· ◦ϕi(x)

]
,

причём ряд сходится абсолютно и равномерно. Рассмотрим отдельно

ряды
∞∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x) и

∞∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi · (µi − µ)
· ◦ϕi(x). По теореме Гильберта–

Шмидта первый из них абсолютно и равномерно сходится к функции
(Af)(x), если функция f непрерывна. Для изучения m–ых частичных
сумм второго ряда введём временные обозначения

σm(x) = µ2 ·
m∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi · (µi − µ)
· ◦ϕi(x),

ξm(x) = µ ·
m∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi − µ
· ◦ϕi(x), ζm(x) = µ ·

m∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x).

Тогда по тождеству (5.38) имеем σm(x)=ξm(x)− ζm(x), причём
по формуле Шмидта и в силу уравнения (5.3) выполнено
ξm(x) ⇒

m→+∞
ϕ(x)− f(x)=µ · (Aϕ)(x), а по теореме Гильберта–

Шмидта ζm(x) ⇒
m→+∞

µ · (Af)(x). Поэтому σm(x) ⇒
m→∞

µ · (A(ϕ− f))(x)

(подчеркнём, что этот факт является следствием формулы Шмидта!).
Формулу (5.34) можно теперь записать так:
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ϕ(x) =f(x)+µ ·
∞∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi
· ◦ϕi(x)+µ2 ·

∞∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi(µi − µ)
· ◦ϕi(x) =

=f(x)+ µ ·
b∫

a

K(x, y)f(y)dy + µ2 ·
∞∑
i=1

(f,
◦
ϕi)

µi · (µi − µ)
· ◦ϕi(x) .

(5.39)

Рассмотрим билинейный ряд

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi · (µi − µ)
(5.40)

(сравните его с рядом в правой части (5.39)). По утверждению 5.11
билинейный ряд

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µ2
i

(5.41)

сходится абсолютно и равномерно в замкнутом квадрате S (n = 2 в
этом утверждении). Применим признак сравнения к рядам из модулей
членов рядов (5.40) и (5.41):

| ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)|

|µi| · |µi − µ|
·

(
| ◦ϕi(x)

◦
ϕi(y)|
µ2
i

)−1

=

∣∣∣∣1− µ

µi

∣∣∣∣−1

−→
i→+∞

1. По признаку

сравнения рядов с положительными членами билинейный ряд (5.40)
сходится абсолютно и равномерно на S. Этот ряд можно умножить на
непрерывную функцию f(y) и проинтегрировать по y почленно. Тогда
формула (5.39) примет вид

ϕ(x) = f(x) + µ ·
b∫

a

[
K(x, y) + µ ·

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi · (µi − µ)

]
· f(y)dy.

В силу единственности резольвенты Фредгольма получаем

Γ(x, y;µ) = K(x, y) + µ ·
∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi · (µi − µ)
. (5.42)

Следствие 5.5.
Резольвента Фредгольма самосопряжённого непрерывного ядра яв-

ляется мероморфной функцией переменной µ, все полюсы µi которой
имеют первый порядок.�

Задача 5.8.
Найдите вычет резольвенты (5.42) в её полюсе µn.�
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Фиксируем произвольное значение y ∈ [a, b] и найдём коэффици-
енты Фурье непрерывной по переменной x функции Γ(x, y;µ) по ор-
тонормированной системе { ◦ϕi(x)} собственных функций ядра K(x, y).

Для этого умножим равенство (5.42) на непрерывную функцию
◦
ϕn(x)

и проинтегрируем по x; при этом функциональный ряд можно инте-
грировать почленно, т.к. ряд (5.40) сходится равномерно.

b∫
a

Γ(x, y;µ)
◦
ϕn(x)dx =

b∫
a

K(x, y)
◦
ϕn(x)dx+

+µ·
∞∑
i=1

◦
ϕi(y)

µi ·(µi−µ)
·
b∫

a

◦
ϕi(x)

◦
ϕn(x)dx=

b∫
a

K(y, x)
◦
ϕn(x)dx+

µ· ◦ϕn(y)

µn ·(µn− µ)
=

=

◦
ϕn(y)

µn
+

µ · ◦ϕn(y)

µn · (µn − µ)
=

◦
ϕn(y)

µn − µ (5.43)

(здесь использована ортонормированность системы { ◦ϕi(x)} и самосо-
пряжённость ядра K). Таким образом, при каждом фиксированном y

ряд Фурье функции Γ(x, y;µ) по системе функций { ◦ϕi(x)} представ-
ляет собой билинейный ряд

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi − µ
. (5.44)

Очевидно, что если { ◦ϕi(y)} является ортонормированной системой

функций, то и { ◦ϕi(y)} тоже ортонормированная система. Фиксируем
произвольное значение x ∈ [a, b] и найдём коэффициенты Фурье непре-
рывной по переменной y функции Γ(x, y;µ) по ортонормированной си-

стеме { ◦ϕi(y)}. Для этого умножим равенство (5.42) на непрерывную
функцию

◦
ϕn(y) и проинтегрируем по y.

b∫
a

Γ(x, y;µ)
◦
ϕn(y)dy =

b∫
a

K(x, y)
◦
ϕn(y)dy+

+µ·
∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

µi ·(µi − µ)
·
b∫

a

◦
ϕi(y)

◦
ϕn(y)dy=

◦
ϕn(x)

µn
+

µ · ◦ϕn(x)

µn · (µn − µ)
=

◦
ϕn(x)

µn − µ
.

(5.45)
Таким образом, при каждом фиксированном x ряд Фурье функции
Γ(x, y;µ) по системе функций { ◦ϕi(y)} имеет тот же вид (5.44).
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Задача 5.9.
Получите коэффициенты Фурье (5.45) из (5.43) и равенства

Γ(x, y;µ) = Γ(y, x;µ).�
Рассмотрим теперь на S систему непрерывных функций

{ ◦ϕi(x) · ◦ϕi(y)} двух переменных. Она является ортонормирован-
ной в L2(S) (проверьте!). Найдём коэффициенты Фурье непрерывной
в замкнутом квадрате S функции двух переменных Γ(x, y;µ) по

этой системе. Для этого умножим равенство (5.42) на
◦
ϕn(x) · ◦ϕn(y)

и проинтегрируем по S; при этом функциональный ряд можно
интегрировать почленно, т.к. ряд (5.40) сходится равномерно на S.

b∫
a

b∫
a

Γ(x, y;µ)
◦
ϕn(x)

◦
ϕn(y)dx dy=

b∫
a

 b∫
a

K(x, y)
◦
ϕn(y)dy

◦ϕn(x) dx+

+ µ ·
∞∑
i=1

b∫
a

◦
ϕi(x)

◦
ϕn(x) dx ·

b∫
a

◦
ϕi(y)

◦
ϕn(y)dy

µi · (µi − µ)
=

=

b∫
a

◦
ϕn(x)

µn
· ◦ϕn(x) dx+

µ

µn · (µn − µ)
=

1

µn − µ
.

(5.46)

Таким образом, и ряд Фурье функции Γ(x, y;µ) по системе функций

{ ◦ϕi(x)
◦
ϕi(y)} на S является билинейным рядом (5.44).

Замечание 5.16.
Можно доказать, что ряд (5.44) сходится на S в среднем квадра-

тическом к функции Γ(x, y;µ).�
Замечание 5.17.
При µ=0 ряд (5.44) является билинейным рядом (5.30) ядра

K(x, y). Сравните этот факт с равенством Γ(x, y; 0) = K(x, y) и со
следствием 5.4.�

Замечание 5.18.
Фиксируем некоторое правильное значение µ ∈ C самосо-

пряжённого ядра K(x, y) и рассмотрим ядро Γ(x, y;µ). Равенство
(5.45) означает, что ядро Γ(x, y;µ) имеет характеристические
значения µn − µ и отвечающие им собственные функции

◦
ϕn(x).�

Задача 5.10.
Фиксируем некоторое правильное значение µ ∈ C самосо-

пряжённого ядра K(x, y) и рассмотрим ядро Γ(x, y;µ). При каких µ
ядро Γ(x, y;µ) будет самосопряжённым?�

Следствие 5.6.
В формуле (5.42) положим y = x и проинтегрируем по x на [a, b];
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тогда получим выражение следа резольвенты:
b∫

a

Γ(x, x;µ)dx = trK + µ ·
∞∑
i=1

1

µi · (µi − µ)
.�

5.5. Экстремальные свойства характеристических значе-
ний и собственных функций вполне непрерывного са-
мосопряжённого линейного интегрального операто-
ра. Неотрицательные и положительно определённые
операторы. Теорема Мерсера.

5.5.1. Экстремальное свойство модуля характеристиче-
ского числа.

Основные утверждения данной главы опираются на теорему 4.3 о
существовании характеристического числа у вполне непрерывного са-
мосопряжённого линейного оператора A 6= 0:

1

|µ1|
= |λ1| = ‖A‖ = max

‖ϕ‖=1
|(Aϕ,ϕ)|. (5.47)

Важно, что максимум достигается на нормированном собственном век-
торе, отвечающем характеристическому значению µ1. Этот факт поз-
воляет строить методы приближённого нахождения характеристиче-
ских чисел µj и отвечающих им собственных функций изученного в
данной главе интегрального оператора A, действующего в простран-
стве L2[a, b] (см. [8, 17]). В разделе 5.1 формулой (5.8) введены инте-
гральные операторы A(j), для которых выполнено неравенство (5.9).
Из этого неравенства имеем по определению нормы оператора A(j):

‖A(j)‖ = sup
ω 6=0

‖A(j)ω‖L2[a,b]

‖ω‖L2[a,b]
6

1

|µj+1|
. (5.48)

В утверждении 5.8 доказано, что µj+1 является характеристическим
числом оператора A(j), ему соответствует нормированная собственная
функция

◦
ϕj+1(x). Поэтому в (5.48) имеет место равенство, и точная

верхняя грань достигается на функции
◦
ϕj+1(x). Кроме того, оператор

A(j) самосопряжённый, поэтому

‖A(j)‖ = max
ω 6=0

‖A(j)ω‖L2[a,b]

‖ω‖L2[a,b]
= max
‖ω‖=1

|(A(j)ω, ω)| = 1

µj+1
. (5.49)

Введём множество H(j) всех функций ω ∈ L2[a, b], которые ортого-
нальны каждой из собственных функций

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕj оператора A (см.

69



(5.5)). Это множество является ортогональным дополнением линей-
ной оболочки L(

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕj) до всего пространства L2[a, b]. Рассмотрим

оператор A только на H(j). На множестве H(j) операторы A и A(j) сов-
падают. Поэтому при любом j ∈ N равенство (5.49) можно записать
в виде

1

|µj+1|
= max

ω∈H(j)

‖ω‖=1

|(Aω, ω)| . (5.50)

Если считать, что H(0) = L2[a, b], то формула (5.50) включает в себя
и формулу (5.47). Важно, что максимум в (5.50) достигается на соб-
ственной функции

◦
ϕj+1 оператора A. Поэтому метод приближённого

нахождения чисел µj и функций
◦
ϕj может быть основан на при-

ближённом решении экстремальной задачи |(Aω, ω)| → max при ука-
занных в (5.50) ограничениях. Недостаток такого подхода в том, что
формула (5.50) не учитывает знаки характеристических чисел.

Для обоснования указанных приближённых методов, а также для
доказательства равномерной сходимости билинейного ряда (5.30) (т.е.
билинейного ряда ядра K(x, y)) существенную роль играет предпо-
ложение о знакоопределённости интегрального оператора с ядром
K(x, y). У таких операторов все характеристические числа имеют один
и тот же знак. Рассмотрим этот важный класс самосопряжённых опе-
раторов, действующих в L2[a, b], и изучим некоторые их свойства.

5.5.2. Неотрицательный линейный оператор. Экстре-
мальное свойство его характеристического числа.

Скалярное произведение (Aϕ,ψ) называют билинейной формой, по-
рождённой оператором A, если пространство L2[a, b] действительное, и
полуторалинейной формой, если это пространство комплексное (дело
в том, что (Aϕ, αψ) = α · (Aϕ,ψ) для α ∈ C. Скалярное произведение
(Aϕ,ϕ)называют квадратичной формой, порождённой оператором A.

Утверждение 5.14.
Линейный оператор A, действующий в комплексном евклидовом

пространстве, является самосопряжённым в том и только в том случае,
если порождённая им квадратичная форма (Aϕ,ϕ) принимает только
действительные значения.

Доказательство.
Если A = A∗, то по определению (Aϕ,ψ) = (ϕ,Aψ) для любых ϕ

и ψ из области определения оператора DomA. Поэтому при ψ = ϕ
имеем (Aϕ,ϕ) = (ϕ,Aϕ) = (Aϕ,ϕ), т.е. число (Aϕ,ϕ) действительное.

Пусть теперь (Aϕ,ϕ) принимает только действительные значения.
Докажем, что тогда A =A∗. Для всех ϕ и ψ, принадлежащих DomA,

70



выражения (Aϕ,ϕ), (Aψ,ψ) и
(
A(ϕ+iψ), ϕ+iψ

)
действительны, причём

(A(ϕ+ iψ), ϕ+ iψ) = (Aϕ,ϕ) + i(Aψ,ϕ)− i(Aϕ,ψ) + (Aψ,ψ). Поэтому

Re
[
(Aψ,ϕ)−(Aϕ,ψ)

]
=Re

{
1

i

[(
A(ϕ+ iψ), ϕ+ iψ

)
− (Aϕ,ϕ)− (Aψ,ψ)

]}
=0

т.к. выражение в фигурных скобках чисто мнимое. Аналогично
Im
[
(Aψ,ϕ) + (Aϕ,ψ)

]
=Im

[(
A(ϕ+ψ), ϕ+ψ

)
− (Aϕ,ϕ)− (Aψ,ψ)

]
=0, т.к.

выражение в квадратных скобках действительное. Отсюда получаем
(Aϕ,ψ) = Re(Aϕ,ψ) + i · Im(Aϕ,ψ) = Re(Aψ,ϕ) − i · Im(Aψ,ϕ) =

= (Aψ,ϕ) = (ϕ,Aψ), т.е. A = A∗�
Определение 5.2.
Линейный оператор A называют неотрицательным, если

(Aϕ,ϕ) > 0 для всех ϕ ∈ DomA. (Символическое обозначение:
A > 0.)

Линейный оператор называют положительно определённым, если
он неотрицательный, и (Aϕ,ϕ) = 0 в том и только в том случае, когда
ϕ = 0. (Символическое обозначение: A > 0.)�

Следствие 5.7.
Неотрицательный линейный оператор является самосо-

пряжённым.�
Следствие 5.8.
Пусть линейный оператор A является самосопряжённым, и пусть

он имеет собственные значения. Тогда A > 0 в том и только в том
случае, если все его собственные значения λ > 0; A > 0 в том и только
в том случае, если все его собственные значения λ > 0.

Доказательство.
Пусть ϕ — нормированный собственный вектор оператора A, отве-

чающий собственному значению λ. Тогда
(Aϕ,ϕ) = (λϕ, ϕ) = λ(ϕ, ϕ) = λ · ‖ϕ‖2 = λ.�

Поскольку все характеристические значения неотрицательного опе-
ратора положительны, из (5.50) получаем следующий вариационный
принцип.

Утверждение 5.15.
Пусть непрерывное в замкнутом квадрате S самосопряжённое ядро

K(x, y) 6≡ 0 и определяет интегральный оператор A = A∗ > 0. Пусть
H(j) — ортогональное дополнение линейной оболочки L(

◦
ϕ1, . . . ,

◦
ϕj) до

всего пространства L2[a, b]; H(0) = L2[a, b]. Тогда для j = 0, 1, 2, . . .
справедлива формула

1

µj+1
= max

ω∈H(j)

‖ω‖=1

(Aω, ω) . (5.51)

Максимум в формуле (5.51) достигается на собственной функции
◦
ϕj+1

оператора A.�
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5.5.3. Положительное симметричное ядро. Свойства ха-
рактеристического числа с наименьшим модулем и
отвечающей ему собственной функции.

Рассмотрим теперь случай, когда интегральный оператор A опре-
делён действительным симметричным ядром, все значения которого
положительны: K(x, y) = K(y, x) > 0 в квадрате S. Для такого ядра
все его итерированные ядра Kn(x, y) также положительны (см. фор-
мулу (2.19)).

Утверждение 5.16.
Пусть непрерывное ядро K(x, y) = K(y, x) > 0 в замкнутом квад-

рате S. Тогда его характеристическое число µ1 > 0 и имеет геометри-
ческую кратность 1. Собственная функция

◦
ϕ1(x) может быть выбрана

положительной на [a, b].
Доказательство.
По утверждению 5.5 все собственные функции действительного

симметричного ядра можно выбрать действительными. Пусть
◦
ϕ1 —

произвольная действительная нормированная собственная функция
ядра K, соответствующая наименьшему по модулю его характеристи-
ческому числу µ1:

◦
ϕ1 = µ1 · A

◦
ϕ1, ‖

◦
ϕ1‖ = 1. Тогда по утверждению 2.4

число µ2
1 является наименьшим характеристическим числом положи-

тельного ядра K2(x, y), и ему отвечает та же собственная функция:
◦
ϕ1 = µ2

1 · A2 ◦ϕ1. Оператор A2 самосопряжённый, и для него справед-
лива формула (5.47):

1

µ2
1

= max
‖ϕ‖=1

|(A2ϕ, ϕ)| . (5.52)

Докажем, что функция
◦
ϕ1(x) не может менять знак на [a, b], т.е.

| ◦ϕ1(x)· ◦ϕ1(y)| = ◦
ϕ1(x)· ◦ϕ1(y) для всех x ∈ [a, b] и всех y ∈ [a, b]. Предпо-

ложим противное: пусть для некоторых x′ и y′ значения
◦
ϕ1(x′) и

◦
ϕ1(y′)

имеют разные знаки. Тогда | ◦ϕ1(x′) · ◦ϕ1(y′)| > ◦
ϕ1(x′) · ◦ϕ1(y′). В силу

непрерывности функции
◦
ϕ1(x) (см. утверждение 5.6) найдутся такие

окрестности G(x′) и G(y′) точек x′ и y′, что для всех x ∈ G(x′) и всех
y ∈ G(y′) будет выполнено неравенство | ◦ϕ1(x)| · | ◦ϕ1(y)| > ◦

ϕ1(x) · ◦ϕ1(y).
Отсюда для функции | ◦ϕ1(x)| из условия K2(x, y) > 0 получаем нера-
венство(

A2
∣∣ ◦ϕ1

∣∣, ∣∣ ◦ϕ1

∣∣) =
b∫
a

( b∫
a

K2(x, y) ·
∣∣ ◦ϕ1(y)

∣∣dy) · ∣∣ ◦ϕ1(x)
∣∣dx >

>
b∫
a

( b∫
a

K2(x, y)
◦
ϕ1(y)dy

) ◦
ϕ1(x)dx =

(
A2 ◦ϕ1,

◦
ϕ1

)
=

1

µ2
1

. Это противо-

речит равенству (5.52).
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Докажем, что функция
◦
ϕ1 не обращается в нуль на [a, b]. Это сле-

дует из того, что
◦
ϕ1(x) = µ2

1 ·
b∫
a

K2(x, y)
◦
ϕ1(y)dy при всех x ∈ [a, b],

K2(x, y) > 0 в S, а функция
◦
ϕ1(y) > 0 на [a, b] или

◦
ϕ1(y) 6 0 на [a, b];

поэтому если в некоторой точке x′ было бы
◦
ϕ1(x′) = 0, то

◦
ϕ1(y) ≡ 0.

Итак, собственную функцию
◦
ϕ1(x) можно выбрать положительной на

[a, b].

Теперь ясно, что µ1>0. Действительно,
◦
ϕ1(x)=µ1·

b∫
a

K(x, y)
◦
ϕ1(y)dy,

где K(x, y) > 0 в S и
◦
ϕ1(y) > 0 на [a, b]; поэтому µ1 > 0.

Докажем, что характеристическое число µ1 ядра K имеет равную
1 геометрическую кратность. Пусть числу µ1 соответствует ещё одна
действительная собственная функция

◦
ϕ2, линейно независимая с

◦
ϕ1.

(Функцию
◦
ϕ2 тоже можно выбрать нормированной.) Как было дока-

зано, можно считать, что
◦
ϕ2(x) > 0 на [a, b]. При всех α ∈ R функция

◦
ϕ1 + α

◦
ϕ2 также будет действительной собственной функцией ядра K,

отвечающей характеристическому числу µ1. По доказанному выше она
не может обращаться в нуль на [a, b]; но это противоречит произволь-
ности коэффициента α.�

5.5.4. Достаточное условие регулярной сходимости били-
нейного ряда самосопряжённого ядра.

Вернёмся к изучению характера сходимости билинейного ряда
∞∑
i=1

◦
ϕi(x) · ◦ϕi(y)

µi
(5.30)

ядра K(x, y). Если невырожденное самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0
и непрерывно в квадрате S, то ряд (5.30) сходится к функции K(x, y)
в среднем квадратическом на S (см. следствие 5.4). Оказывается, что
если это ядро определяет неотрицательный интегральный оператор,
то ряд (5.30) сходится равномерно на S к функции K(x, y).

Теорема 5.4 (теорема Мерсера).
Пусть невырожденное самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0 и непре-

рывно в замкнутом квадрате S. Пусть определённый ядром K инте-
гральный оператор A = A∗ > 0. Тогда билинейный ряд (5.30) сходит-
ся к ядру K(x, y) абсолютно и равномерно на S.�

Для доказательства теоремы докажем сначала следующую лемму.
Лемма 5.1.
Если интегральный операторA неотрицательный, а его ядроK(x, y)

непрерывно в замкнутом квадрате S, то K(x, x) > 0 для всех x ∈ [a, b].
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Доказательство.
По следствию 5.7 A = A∗, поэтому K(x, y) = K∗(x, y). То-

гда функция K(x, x) принимает действительные значения, т.к.
K(x, x) = K(x, x).

Предположим, что в некоторой точке x0 ∈ [a, b] выполнено нера-
венство K(x0, x0) < 0. Тогда в силу непрерывности ядра K найдётся
такое число δ > 0, что при x0−δ 6 x 6 x0 +δ и при x0−δ 6 y 6 x0 +δ
будут выполнены условия K(x, y) 6= 0, ReK(x, y) < 0. (Если x0 явля-
ется концом отрезка [a, b], то надо рассматривать полуокрестности.)
Выберем непрерывную действительную функцию ϕ(x), для которой
ϕ(x) > 0 при x0− δ < x < x0 + δ и ϕ(x) = 0 при |x−x0| > δ. На такой

функции квадратичная форма (Aϕ,ϕ) =
b∫
a

( b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy
)
·ϕ(x)dx

принимает действительное значение, т.к. A = A∗. Поэтому

(Aϕ,ϕ) =
b∫
a

( b∫
a

ReK(x, y)ϕ(y)dy
)
·ϕ(x)dx < 0. Это противоречит неот-

рицательности оператора A.�
Доказательство теоремы 5.4.
Снова используем самосопряжённые интегральные операторы A(j)

с ядрами K(j)(x, y) (см. формулы (5.7) и (5.8)). Ядро K(x, y) непре-
рывное и самосопряжённое, поэтому и ядра K(j)(x, y) непрерывные и
самосопряжённые. Поскольку оператор A > 0, все его характеристи-
ческие числа µi > 0; поэтому и операторы A(j) > 0 (см. следствие 5.8;
см. утверждение 5.8).

По лемме 5.1 ядра K(j) удовлетворяют условию K(j)(x, x) > 0 при
всех x ∈ [a, b]. Введём обозначение M = max

(x,y)∈S
|K(x, y)|. В формуле

(5.7) положим y = x; тогда при всех j ∈ N получаем неравенства

j∑
i=1

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣2

µi
6 K(x, x) 6M, x ∈ [a, b] .

Отсюда следует, что ряд
∞∑
i=1

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣2

µi
сходится при каждом x ∈ [a, b],

т.к. все µi > 0, и частичные суммы этого ряда с неотрицательны-
ми членами ограничены. Тогда по критерию Коши для любого ε > 0
найдётся такой номер N = N(ε, x), что при всех номерах n > N и при
любом p ∈ N будет выполнено неравенство

n+p∑
i=n

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣2

µi
<
ε2

M
. (5.53)
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Рассмотрим ряд
∞∑
i=1

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣ · ∣∣ ◦ϕi(y)

∣∣
µi

(5.54)

и оценим сумму
n+p∑
i=n

его членов. По числовому неравенству Коши–

Буняковского получаем

n+p∑
i=n

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣ · ∣∣ ◦ϕi(y)

∣∣
√
µi
√
µi

6

(
n+p∑
i=n

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣2

µi

) 1
2

·

(
n+p∑
i=n

∣∣ ◦ϕi(y)
∣∣2

µi

) 1
2

< ε (5.55)

при n > N(ε, x) — в силу неравенства (5.53) и неравенства
n+p∑
i=n

∣∣ ◦ϕi(y)
∣∣2

µi
6M . По критерию Коши равномерной сходимости функ-

циональный ряд (5.54) сходится при каждом фиксированном x равно-
мерно по y на [a, b]. Это же верно для самого билинейного ряда (5.30).
Поэтому при каждом фиксированном x билинейный ряд (5.30) рав-
номерно по y на [a, b] сходится к функции, непрерывной по y (т.к. все
◦
ϕi(y) непрерывны). Кроме того, при каждом фиксированном x били-
нейный ряд (5.30) сходится в среднем квадратическом по переменной
y именно к функции K(x, y) (см. утверждение 5.12 и замечание 5.10).
Отсюда следует, что билинейный ряд (5.30) при фиксированном x
равномерно сходится именно к функции K(x, y) (доказательство про-
водится как в доказательстве теоремы 5.2).

Итак, при фиксированном x для всех y ∈ [a, b] имеем

K(x, y) =

∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi
. (5.56)

Положим y = x в равенстве (5.56); тогда получим

K(x, x) =

∞∑
i=1

∣∣ ◦ϕi(x)
∣∣2

µi
, (5.57)

где K(x, x) — непрерывная на [a, b] функция. Ряд (5.57) допускает
применение признака равномерной сходимости Дини: все члены этого
ряда непрерывны и неотрицательны на отрезке a 6 x 6 b, его сум-
ма непрерывна на этом отрезке; поэтому функциональный ряд (5.57)
сходится к своей сумме равномерно на указанном отрезке. Следова-
тельно, по критерию Коши равномерной сходимости для любого ε > 0
найдётся такой номер N = N(ε) (N не зависит от x!), что при всех но-
мерах n > N и при любом p ∈ N будет выполнено неравенство (5.53).
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Тогда из оценки (5.55) получаем регулярную сходимость билинейного
ряда (5.30) по совокупности переменных x и y в квадрате S. Это и
означает, что билинейный ряд сходится абсолютно и равномерно на S,
и его сумма равна K(x, y) (см. (5.56)).�

Следствие 5.9.
В условиях теоремы 5.4 справедливо равенство

trK =

b∫
a

K(x, x)dx =

∞∑
i=1

1

µi
.

Доказательство следует из формулы (5.57).�
Замечание 5.19.
Теорема Мерсера остаётся верной и в том случае, если оператор

A имеет отрицательные характеристические значения, но их число
конечно.�

5.6. Самосопряжённые краевые задачи. ЗадачаШтурма–
Лиувилля. Теорема Стеклова*.

5.6.1. Самосопряжённые краевые задачи на собственные
значения для линейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.

Пусть при j = 0, 1, . . . , n даны комплекснозначные функции
pj ∈ Cn−j[a, b], причём p0(x) не обращается в нуль на [a, b]. Введём
линейное дифференциальное выражение

(Lϕ) (x) = p0(x)ϕ(n)(x) + p1(x)ϕ(n−1)(x) + . . .+ pn(x)ϕ(x).

Пусть, кроме того, при j = 1, . . . , n имеются выражения

δj(ϕ) =

n∑
k=1

(
ujk · ϕ(k−1)(a) + vjk · ϕ(k−1)(b)

)
,

где ujk и vjk —заданные постоянные. Обозначим систему всех соот-
ношений δj(ϕ) = 0, j = 1, . . . , n, через δ(ϕ) = 0. Этим определён ли-
нейный дифференциальный оператор L, областью определения DomL
которого является множество всех функций ϕ ∈ Cn[a, b], удовлетво-
ряющих краевым условиям δ(ϕ) = 0. На том же множестве функций
можно определить дифференциальный оператор, сопряжённый опера-
тору L.

Задачу с параметром µ{
(Lϕ) (x) = µ · ϕ(x), a 6 x 6 b,

δ(ϕ) = 0
(5.58)

∗ Стеклов Владимир Андреевич (1863–1926) —русский математик.
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называют краевой задачей на собственные значения. Если число µ ∈ C
таково, что задача (5.58) имеет нетривиальное решение

◦
ϕ, то такое

значение параметра µ называют собственным значением этой задачи,
а функцию

◦
ϕ — её собственной функцией. Если для любых функций

ϕ и ψ, принадлежащих DomL, выполнено равенство скалярных про-
изведений

(Lϕ, ψ) = (ϕ,Lψ) , (5.59)

то задачу (5.58) называют самосопряжённой.
Если в выражении δj(ϕ) либо все постоянные ujk = 0, либо все

vjk = 0, то краевое условие δj(ϕ) = 0 называют разделённым. Если
же δj(ϕ) содержит некоторые постоянные ujk 6= 0 и некоторые vjk 6= 0,
то краевое условие δj(ϕ) = 0 называют неразделённым.

В курсе
”
Обыкновенные дифференциальные уравнения“ для диф-

ференциального оператора L второго порядка с разделёнными кра-
евыми условиями была введена функция Грина и указан способ её
построения в случае, когда µ = 0 не является собственным значени-
ем задачи (5.58). Аналогичным образом можно определить функцию
Грина и для дифференциального оператора n–го порядка (см. Э.А.
Коддингтон, Н. Левинсон. Теория обыкновенных дифференциальных
уравнений. Гл.7, §2). Решение неоднородной задачи{

(Lϕ) (x) = µ · ϕ(x) + f(x), a 6 x 6 b; f ∈ C[a, b];

δ(ϕ) = 0
выражается через функцию Грина G(x, y;µ) по формуле

ϕ(x) =
b∫
a

G(x, y;µ)f(y)dy для всех µ, не являющихся собствен-

ными значениями задачи (5.58). При фиксированных x и y функция
G мероморфна по переменной µ.

Предположим, что задача (5.58) самосопряжённая, и что число
µ = 0 не является её собственным значением. Последнее предполо-
жение не ограничивает общности рассуждений, т.к. в любом случае
существует действительная постоянная (−c), не являющаяся собствен-
ным значением. Поэтому можно ввести оператор Lcϕ = Lϕ + c · ϕ и
рассмотреть задачу с параметром ν:

Lcϕ = ν · ϕ, δ(ϕ) = 0. (5.60)

Эта задача тоже самосопряжённая, т.к. (c ·ϕ, ψ) = (ϕ, c ·ψ). Если ν —
собственное значение задачи (5.60), то ν − c будет собственным зна-
чением задачи (5.58), и наоборот. Собственные функции задач (5.58)
и (5.60) одинаковы.

Поскольку µ = 0 не является собственным значением задачи (5.58),
функция G(x, y; 0) существует; её обозначают через G(x, y). Тогда ре-
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шение задачи{
(Lϕ) (x) = f(x), a 6 x 6 b; f ∈ C[a, b];

δ(ϕ) = 0
(5.61)

имеет вид ϕ(x) =
b∫
a

G(x, y)f(y)dy. Заменяя в (5.61) функцию f(x)

на µ · ϕ(x), получаем эквивалентное задаче (5.58) однородное инте-

гральное уравнение ϕ(x) = µ ·
b∫
a

G(x, y)ϕ(y)dy. Интегральный опера-

тор (Aϕ) (x) =
b∫
a

G(x, y)ϕ(y)dy является обратным к оператору L в

том смысле, что справедливы равенство LAϕ = ϕ для всех ϕ ∈ C[a, b]
и равенство ALϕ = ϕ для всех ϕ ∈ DomL.

Полагая в (5.59) ϕ = Aξ, ψ = Aζ, где ξ, ζ ∈ C[a, b], получим
(ξ, Aζ) = (Aξ, ζ); отсюда G(x, y) = G(y, x).

Пример 5.3.
(Lϕ) (x) = i · ϕ′(x), δ(ϕ) = ϕ(0) − ϕ(1). Областью определения

дифференциального оператора L являются все функции ϕ ∈ C1[0, 1],
удовлетворяющие неразделённому краевому условию ϕ(0)− ϕ(1) = 0.
Задача на собственные значения

i · ϕ′(x) = µ · ϕ(x), 0 6 x 6 1; ϕ(0) = ϕ(1) (5.62)

самосопряжённая (проверьте!). Общее решение дифференциального
уравнения с параметром µ имеет вид ϕ(x) = c · e−iµx, c = const.
Из краевого условия δ(ϕ) = 0 получаем c = c · e−iµ, т.е. µk = 2πk,
k ∈ Z, —собственные значения. Система собственных функций
◦
ϕk(x) = exp(−i · 2πkx) ортонормированная:

1∫
0

◦
ϕk(x)

◦
ϕm(x)dx =

{
0, k 6= m;

1, k = m
(проверьте!).

При µ 6= µk существует функция Грина краевой задачи (5.62):

G(x, y;µ) =


i · eiµ(y−x)

1− eiµ
, 0 6 x 6 y 6 1;

i · eiµ(1+y−x)

1− eiµ
, 0 6 y 6 x 6 1 .

Заметьте, что функция Грина задачи (5.62) при x = y двузначна.
Проверьте, что G(x, y;µ) = G(y, x;µ).
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Проверьте, что при µ 6= µk решение задачи
i ·ϕ′(x) = µ ·ϕ(x) + f(x), 0 6 x 6 1; f ∈ C[0, 1]; ϕ(0) = ϕ(1)

можно записать в виде ϕ(x) =
1∫
0

G(x, y;µ)f(y)dy.

Поскольку число µ0 = 0 является собственным значением задачи
(5.62), можно вместо этой задачи рассмотреть задачу

L1ϕ(x) ≡ i·ϕ′(x)+ϕ(x) = ν ·ϕ(x), 0 6 x 6 1; ϕ(0) = ϕ(1), (5.63)

которая имеет собственные значения νk = 2πk + 1, k ∈ Z. Чис-
ло ν = 0 не будет теперь собственным значением задачи (5.63).
При ν 6= νk существует функция Грина G1(x, y; ν) краевой задачи
(5.63). Поэтому задача (5.63) эквивалентна интегральному уравне-

нию ϕ(x) = ν ·
1∫
0

G1(x, y; 0)ϕ(y)dy. Поскольку DomL1 = DomL,

задача (5.63) эквивалентна задаче (5.62) при ν = µ+ 1. Следо-
вательно, задача (5.62) эквивалентна интегральному уравнению

ϕ(x) = (µ+ 1) ·
1∫
0

G1(x, y; 0)ϕ(y)dy.�

Пример 5.4.

(Lϕ) (x) = −ϕ′′(x), δ1(ϕ) = ϕ(0), δ2(ϕ) = ϕ(1).

Областью определения дифференциального оператора L являются все
функции ϕ ∈ C2[0, 1], удовлетворяющие разделённым краевым усло-
виям ϕ(0) = 0 и ϕ(1) = 0. Задача на собственные значения

−ϕ′′(x) = µ · ϕ(x), 0 6 x 6 1; ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 0 (5.64)

самосопряжённая (проверьте!). Поэтому все её собственные значения
действительны. Их легко найти:µk = (πk)2, k ∈ N. Система собствен-
ных функций

◦
ϕk(x) =

√
2 sin(πkx) ортонормированная (проверьте!).

При µ 6= µk существует функция Грина краевой задачи (5.64):

G(x, y;µ) =


sin(
√
µx) · sin(

√
µ(1− y))

√
µ sin

√
µ

, 0 6 x 6 y 6 1;

sin(
√
µy) · sin(

√
µ(1− x))

√
µ sin

√
µ

, 0 6 y 6 x 6 1;

здесь µ ∈ C. Поскольку µ = 0 не является собственным значением
задачи (5.64), существует

G(x, y) = G(x, y; 0) =

{
x(1− y), 0 6 x 6 y 6 1;

y(1− x), 0 6 y 6 x 6 1;
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(проверьте методом построения функции G(x, y), указанным в курсе

”
Обыкновенные дифференциальные уравнения“).
Проверьте, что при µ = 0 решение задачи

−ϕ′′(x) = f(x), 0 6 x 6 1; f ∈ C[0, 1]; ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 0

можно записать в виде ϕ(x) =
1∫
0

G(x, y)f(y)dy.

Задача (5.64) эквивалентна интегральному уравнению

ϕ(x) = µ
1∫
0

G(x, y)ϕ(y)dy с симметричным ядром. Все его харак-

теристические числа µk > 0, поэтому интегральный оператор

(Aϕ) (x) =
1∫
0

G(x, y)ϕ(y)dy неотрицательный. По теореме Мерсера

получаем

G(x, y) =
2

π2

∞∑
k=1

sin(πkx) · sin(πky)

k2
,

причём билинейный ряд сходится регулярно в квадрате
S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1}.�

5.6.2. Задача Штурма–Лиувилля.

В курсе
”
Обыкновенные дифференциальные уравнения“была изу-

чена задача Штурма–Лиувилля и установлены некоторые её свойства.
Покажем, что эта задача эквивалентна однородному линейному инте-
гральному уравнению 2-го рода с симметричным ядром, из которого
и следуют все основные её свойства. Задачу Штурма–Лиувилля рас-
смотрим в следующей постановке (ср.с примером 1.2):

(Lϕ) (x) = µ · ϕ(x), a 6 x 6 b; δ(ϕ) = 0, (5.65)

где (Lϕ)(x)=− d

dx

(
p(x)

dϕ(x)

dx

)
+ q(x)ϕ(x); δ1(ϕ)= h1 ·ϕ(a)− h2 ·ϕ′(a),

δ2(ϕ) = H1 · ϕ(b) +H2 · ϕ′(b); p ∈ C1[a, b], p(x)>0 при a6x6b;
q ∈ C[a, b], q(x)>0 при a6x6b; h1>0, h2>0, h1 + h2>0; H1> 0,
H2>0, H1 +H2>0. Областью определения дифференциального опе-
ратора L считаем все функции ϕ ∈ C2[a, b], удовлетворяющие краевым
условиям δ(ϕ) = 0. µ ∈ C.

При указанных требованиях к функциям p, q и к краевым услови-
ям задача на собственные значения (5.65) сведётся к интегральному
уравнению со знакоопределённым оператором.

80



Докажем, что дифференциальный оператор L на сво-
ей области определения является самосопряжённым и
неотрицательным; тем самым задача (5.65) самосо-
пряжённая. Пусть ϕ ∈ DomL, ψ ∈ C1[a, b]. Тогда имеем

(Lϕ, ψ) =
b∫
a

(Lϕ) (x)·ψ(x)dx =
b∫
a

[
−
(
p(x) · ϕ′(x)

)′
+ q(x)ϕ(x)

]
·ψ(x)dx =

=
b∫
a

q(x)ϕ(x)ψ(x)dx−
b∫
a

ψ(x)d
(
p(x)ϕ′(x)

)
=

=
b∫
a

q(x)ϕ(x)ψ(x)dx − p(x)ϕ′(x)ψ(x)
∣∣∣x=b

x=a
+

b∫
a

p(x)ϕ′(x)ψ′(x)dx.

Отсюда получаем выражение квадратичной формы, порождённой
оператором L:

(Lϕ, ϕ)=

b∫
a

(
p(x)|ϕ′(x)|2 +q(x)|ϕ(x)|2

)
dx− p(x)ϕ(x)ϕ′(x)

∣∣∣x=b

x=a
. (5.66)

Если h2 6= 0, то ϕ′(a) =
h1

h2
· ϕ(a). Если h2 = 0, то ϕ(a) = 0. Если

H2 6= 0, то ϕ′(b) = −H1

H2
· ϕ(b). Если H2 = 0, то ϕ(b) = 0. Поэтому во

всех случаях p(x)ϕ(x)ϕ′(x)
∣∣∣x=b

x=a
6 0 (проверьте!). Следовательно, для

всех ϕ ∈ DomL выполнено неравенство (Lϕ, ϕ) > 0. По следствию 5.7
линейный оператор L является самосопряжённым.

Утверждение 5.17.
Число µ = 0 является собственным значением задачи (5.65) в том,

и только в том случае, если q(x) ≡ 0 на [a, b] и h1 = H1 = 0. При этом
собственное значение µ = 0 имеет геометрическую кратность 1, и ему
соответствует собственная функция

◦
ϕ(x) ≡ const 6= 0.

Доказательство.
Необходимость. Пусть µ = 0 является собственным значени-

ем задачи (5.65), и ему отвечает собственная функция
◦
ϕ(x), т.е.

(L
◦
ϕ)(x) ≡ 0 на [a, b]. Тогда(L

◦
ϕ,
◦
ϕ) = 0, и из формулы (5.66) следует

◦
ϕ′(x) ≡ 0 и q(x) ≡ 0 на [a, b]. Поэтому

◦
ϕ(x) ≡ const 6= 0. Из краевого

условия получаем h1 = 0, т.к.
◦
ϕ(a) 6= 0,

◦
ϕ′(a) = 0; аналогично H1 = 0,

т.к.
◦
ϕ(b) 6= 0,

◦
ϕ′(b) = 0.

Достаточность. Пусть q(x) ≡ 0, h1 = H1 = 0. Тогда h2 > 0,
H2 > 0, и задача (5.65) имеет вид

−
(
p(x)ϕ′(x)

)′
= µ · ϕ(x), a 6 x 6 b; ϕ′(a) = 0, ϕ′(b) = 0.
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Очевидно, что при µ = 0 функция
◦
ϕ(x) ≡ const 6= 0 будет собственной

функцией этой задачи.
Осталось доказать, что краевая задача

−
(
p(x)ϕ′(x)

)′
= 0, a 6 x 6 b; ϕ′(a) = 0, ϕ′(b) = 0

имеет только решение ϕ(x) ≡ const. Действительно, p(x)ϕ′(x) ≡ const,
p(a) > 0, ϕ′(a) = 0; отсюда ϕ′(x) ≡ 0.�

Пусть µ = 0 не является собственным значением задачи (5.65); это
значит, что либо q(x) 6≡ 0, либо h1 6= 0, либо H1 6= 0. Рассмотрим
краевую задачу(

Lϕ
)
(x) = f(x), a 6 x 6 b; f ∈ C[a, b]; δ(ϕ) = 0 (5.67)

и напомним определение её функции Грина.
Определение 5.3.
Функцию G(x, y) называют функцией Грина краевой задачи

(5.67),если она определена в квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 x 6 b} и
удовлетворяет следующим условиям.
1◦. Для любого y ∈ (a, b)функция G(x, y) дважды непрерывно диффе-
ренцируема по переменной x на множестве [a, y)∪(y, b] и удовлетворяет
однородному уравнению (LG)(x) = 0 по переменной x при a 6 x 6 b,
x 6= y.
2◦. Для любого y ∈ (a, b) функция G(x, y) удовлетворяет краевым
условиям δ(G) = 0 по переменной x.
3◦. Функция G(x, y) непрерывна в замкнутом квадрате S, а частная
производная G′x(x, y) при x = y имеет конечные предельные значения

G′x(y + 0, y) = lim
x→y+0

G′x(x, y), G′x(y − 0, y) = lim
x→y−0

G′x(x, y),

которые связаны соотношением

G′x(y + 0, y)−G′x(y − 0, y) =
(−1)

p(y)
при любом y ∈ (a, b). �

В сделанном предположении однородная краевая задача (f(x) ≡ 0 в
(5.67)) имеет только нулевое решение. Поэтому функция Грина задачи
(5.67) существует и единственна; решение неоднородной задачи (5.67)

существует, единственно и даётся формулой ϕ(x) =
b∫
a

G(x, y)f(y)dy,

a 6 x 6 b. Функция Грина имеет вид

G(x, y) = − 1

p(0)W (0)
·
{
ξ(x)ζ(y), a 6 x 6 y 6 b;

ζ(x)ξ(y), a 6 y 6 x 6 b;
(5.68)

82



где ξ и ζ — ненулевые действительные решения однородного урав-
нения, удовлетворяющие условиям δ1(ξ) = 0 и δ2(ζ) = 0; W (x) —
определитель Вронского решений ξ и ζ. Из (5.68) видно, что функция
G(x, y) действительна и симметрична: G(x, y) = G(y, x).

Заменяя в (5.67) функцию f на µ · ϕ, сводим задачу Штурма–
Лиувилля (5.65) к интегральному уравнению

ϕ(x) = µ ·
b∫

a

G(x, y)ϕ(y)dy, a 6 x 6 b. (5.69)

Обратно, пусть функция ϕ ∈ C[a, b] и удовлетворяет уравнению
(5.69). Рассмотрим краевую задачу(

Lψ
)
(x) = µ · ϕ(x), a 6 x 6 b; δ(ψ) = 0.

Её единственное решение ψ записывается в виде

ψ(x) = µ ·
b∫
a

G(x, y)ϕ(y)dy, т.е. ψ(x) ≡ ϕ(x); следовательно, функция

ϕ ∈ DomL и является решением задачи (5.65). Итак, дифференци-
альная задача на собственные значения (5.65) эквивалентна задаче о
характеристических значениях (5.69) при условии, что µ = 0 не есть
собственное значение задачи (5.65).

От предположения, что µ = 0 не есть собственное значение зада-
чи Штурма–Лиувилля можно освободиться. Для этого вместо задачи
(5.65) рассмотрим задачу(
L1ϕ

)
(x) ≡ (Lϕ)(x) + ϕ(x) = ν · ϕ(x), a 6 x 6 b; δ(ϕ) = 0 (5.70)

с теми же краевыми условиями. Число ν = 0 не будет собственным
значением задачи (5.70) по утверждению 5.17, т.к. q(x) + 1 6≡ 0.
Поэтому задача (5.70) эквивалентна интегральному уравнению

ϕ(x) = ν ·
b∫
a

G1(x, y)ϕ(y)dy, гдеG1 — функция Грина оператора L1. По-

скольку DomL1 = DomL, задача (5.70) эквивалентна задаче (5.65)
при ν = µ+ 1. Следовательно, задача (5.65) эквивалентна интеграль-

ному уравнению ϕ(x) = (µ + 1) ·
b∫
a

G1(x, y)ϕ(y)dy с действительным

симметричным ядром G1. Это верно и в случае, когда число µ = 0 яв-
ляется собственным значением задачи (5.65), и когда не является им.
Построение функции G1 проводится по формуле (5.68) для оператора
L1.

Для задачи Штурма–Лиувилля (5.65) справедливы все факты тео-
рии интегральных уравнений с непрерывным действительным симмет-
ричным ядром. Перечислим свойства этой задачи.
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По теореме 5.1 интегральное уравнение, эквивалентное задаче
(5.65), имеет характеристическое число. Следовательно, задача (5.65)
имеет хотя бы одно собственное значение.

По теореме 2.1 множество всех собственных значений µn задачи
(5.65) не более чем счётно и не имеет конечных предельных точек.
По теореме 2.3 все собственные значения µn задачи (5.65) имеют

конечные геометрические кратности.
По утверждению 5.4 все µn действительны, а собственные функ-

ции задачи (5.65), отвечающие различным собственным значениям,
ортогональны. По утверждению 5.5 все собственные функции

◦
ϕn за-

дачи (5.65) можно выбрать действительными. По следствию 5.8 все
µn > 0, т.к. оператор L > 0.

Докажем, что множество всех собственных значений µn
счётно. Если бы это множество было конечным, то по утверждению

5.9 ядро G1(x, y) было бы вырожденным: G1(x, y) =
m∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi + 1
.

Все собственные функции
◦
ϕi ∈ C2[a, b], т.к.

◦
ϕi ∈ DomL. Поэтому

функция G1 ∈ C2(S). Но это противоречит требованию скачка произ-

водной
∂G1

∂x
при x = y в определении функции Грина.�

Поскольку все µn > 0, интегральный оператор

(A1ϕ) (x) =
b∫
a

G1(x, y)ϕ(y)dy является неотрицательным. Тогда

по теореме 5.4 выполнено равенство G1(x, y) =
∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi + 1
, причём

билинейный ряд регулярно сходится в замкнутом квадрате S. Если
же µ = 0 не есть собственное значение задачи (5.65), то интеграль-

ный оператор (Aϕ)(x) =
b∫
a

G(x, y)ϕ(y)dy неотрицателен. И тогда

G(x, y) =
∞∑
i=1

◦
ϕi(x)

◦
ϕi(y)

µi
по теореме 5.4.

Докажем, наконец, что геометрические кратности всех соб-
ственных значений µn равны 1. Пусть собственному значению µ

задачи (5.65) отвечают собственные функции
◦
ϕ(x) и

◦
ψ(x). Это значит,

что
◦
ϕ и

◦
ψ удовлетворяют уравнению

p(x)ϕ′′(x) + p′(x)ϕ′(x) + (µ− q(x))ϕ(x) = 0, a 6 x 6 b,

с непрерывными действительными коэффициентами. Для решений
◦
ϕ

и
◦
ψ этого уравнения справедлива альтернатива:
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— либо определитель Вронского W [
◦
ϕ,
◦
ψ](x) ≡ 0 на [a, b] и функции

◦
ϕ,
◦
ψ линейно зависимы на [a, b];

—либо при всех x ∈ [a, b] определитель Вронского W [
◦
ϕ,
◦
ψ](x) 6= 0 и

функции
◦
ϕ,
◦
ψ линейно независимы на [a, b].

Покажем, что
◦
ϕ и

◦
ψ линейно зависимы на [a, b]. Из краевого условия

задачи (5.65) имеем{
H1 ·

◦
ϕ(b) +H2 ·

◦
ϕ′(b) = 0

H1 ·
◦
ψ(b) +H2 ·

◦
ψ′(b) = 0,

причём вектор {H1, H2} 6= 0. Отсюда следует, что

W [
◦
ϕ,
◦
ψ](b) =

∣∣∣∣∣ ◦ϕ(b)
◦
ψ(b)

◦
ϕ′(b)

◦
ψ′(b)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
◦
ϕ(b)

◦
ϕ′(b)

◦
ψ(b)

◦
ψ′(b)

∣∣∣∣∣ = 0. �

5.6.3. Теорема Стеклова.

Пусть { ◦ϕn} — ортонормированная система всех собственных функ-
ций задачи Штурма–Лиувилля (5.65), заданной дифференциальным
оператором L. Если число µ = 0 является собственным значением за-
дачи (5.65), то постоянная на [a, b] нормированная собственная функ-
ция включается в систему.

Теорема 5.5 (теорема Стеклова).
Пусть η ∈ DomL (т.е. функция η ∈ C2[a, b] и удовлетворяет крае-

вым условиям δ(η) = 0, заданным в (5.65)). Тогда функция η разла-
гается в ряд Фурье по ортонормированной системе { ◦ϕn} собственных
функций задачи (5.65):

η(x) =
∑
n

(η,
◦
ϕn) · ◦ϕn(x), a 6 x 6 b. (5.71)

Ряд Фурье (5.71) регулярно сходится на [a, b].
Доказательство.
Наряду с дифференциальным оператором L введём оператор L1

(см. (5.70)); DomL1 = DomL. Так как η ∈ DomL, то η ∈ DomL1.
Введём обозначение ω = L1η. Тогда ω ∈ C[a, b]. Таким образом, функ-
ция η является решением краевой задачи

(L1η) (x) = ω(x), a 6 x 6 b; δ(η) = 0. (5.72)

Число ν = 0 не является собственным значением задачи (5.70), поэто-
му существует функция Грина G1(x, y) оператора L1. Единственное
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решение η задачи (5.72) имеет вид η(x) =
b∫
a

G1(x, y)ω(y)dy, т.е. функ-

ция η истокообразно представима через непрерывное действительное
симметричное ядро G1(x, y). По теореме Гильберта–Шмидта функция
η разлагается в регулярно сходящийся ряд Фурье по ортонормиро-
ванной системе собственных функций ядра G1. Собственные функции
ядра G1 совпадают с собственными функциями задачи (5.70), а тем
самым и с собственными функциями задачи (5.65).�

Следствие 5.10.
Если функция η удовлетворяет условиям теоремы 5.5, то справед-

ливо равенство
‖η‖2L2[a,b] =

∑
n

|(η, ◦ϕn)|2.� (∗)

Замечание 5.20.
Если η ∈ L2[a, b], то

lim
m→∞

∥∥∥∥∥η −
m∑
n=0

(η,
◦
ϕn) · ◦ϕn

∥∥∥∥∥
L2[a,b]

= 0

и справедливо равенство Парсеваля (∗). Это значит, что система { ◦ϕn}
замкнута в L2[a, b]. Доказательство опирается на тот факт, что мно-
жество DomL всюду плотно в L2[a, b].�

5.6.4. ЗадачаШтурма–Лиувилля в более общей постанов-
ке.

К задаче Штурма–Лиувилля приводит метод разделения перемен-
ных при решении краевых задач для линейных дифференциальных
уравнений с частными производными.

Пример 5.5.
Разделим независимые переменные x и t в уравнении свободных

продольных колебаний упругого стержня

utt(x, t) = a2 · uxx(x, t), a < x < b, t > 0. (5.73)

То есть будем искать частные решения этого уравнения, имеющие
вид u(x, y) = ϕ(x) · T (t) 6≡ 0. Тогда для нахождения функции ϕ(x)
получим обыкновенное дифференциальное уравнение

ϕ′′(x) + µϕ(x) = 0 (5.74)

с параметром µ. Краевые условия для ϕ(x) при x = a и x = b следуют
из краевых условий, которые должны быть поставлены для уравнения
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(5.73). В уравнении колебаний (5.73) стержень предполагается одно-
родным: его объемная плотность массы и коэффициент упругости не
зависят от x.

Пусть стержень имеет переменные плотнось массы ρ(x) и ко-
эффициент упругости p(x). Предположим, что функция ρ ∈ C[a, b],
ρ(x) > 0, а функция p ∈ C1[a, b], p(x) > 0. Тогда малые продольные
смещения точек стержня u(x, t) удовлетворяют уравнению

ρ(x) · utt(x, t) = (p(x) · ux(x, t))x, a < x < b, t > 0.

Разделяя в нём переменные x и t, получим обыкновенное дифферен-
циальное уравнение

(p(x)ϕ′(x))′ + µ · ρ(x)ϕ(x) = 0

с параметром µ (проверьте!).�
Пример 5.6.
К (5.74) приводит и разделение переменных в уравнении теплопро-

водности
ut(x, t) = a2 · uxx(x, t), a < x < b, t > 0. (5.75)

Здесь u(x, t) — температура в точке x стержня в момент времени t.
Стержень предполагается однородным: коэффициент теплопроводно-
сти, объёмная плотность массы и удельная теплоёмкость не зависят
от x. Кроме того, в уравнении (5.75) не учитывается обмен теплотой
через боковую поверхность стержня.

Пусть стержень имеет переменные плотность массы ρ(x), коэффи-
циент теплопроводности p(x) и удельную теплоёмкость c(x). Учтём
обмен теплотой между стержнем и окружающей средой через его боко-
вую поверхность; при этом температура стержня удовлетворяет урав-
нению

c(x)ρ(x)ut(x, t) = (p(x)ux(x, t))x − q(x)u(x, t), a < x < b, t > 0,

где ρ ∈ C[a, b], ρ(x) > 0, p ∈ C1[a, b], p(x) > 0, q ∈ C[a, b], q(x) > 0; для
простоты обозначений здесь и далее будем считать c(x) ≡ 1. Разделяя
переменные x и t, получим обыкновенное дифференциальное уравне-
ние

(p(x)ϕ′(x))′ − q(x)ϕ(x) + µ · ρ(x) · ϕ(x) = 0

с параметром µ (проверьте!).�
Как показывают примеры 5.5 и 5.6, задачу (5.65) целесообразно

заменить на более общую:

(Lϕ)(x) = µ · ρ(x) · ϕ(x), a 6 x 6 b; δ(ϕ) = 0; (5.76)

здесь оператор L и краевые условия те же, что в (5.65), а функция
ρ ∈ C[a, b], ρ(x) > 0 при a 6 x 6 b.
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Замечание 5.21.
Если функция p(x) · ρ(x) имеет непрерывную вторую производ-

ную на отрезке [a, b], то существует преобразование переменных
{x, ϕ, µ} −→ {w,ψ, ν}, которое приводит уравнение (5.76) к виду

−d
2ψ(w)

dw2
+ Q(w)ψ(w) = ν · ψ(w). Однако во многих прикладных за-

дачах важно сохранить первоначальную постановку (5.76).�
Пусть число µ = 0 не является собственным значением оператора

L (т.е. задачи (5.65)); по утверждению 5.17 это означает, что задача

−(p(x)ϕ′(x))′ = µ · ρ(x)ϕ(x), a 6 x 6 b; ϕ′(a) = 0, ϕ′(b) = 0

исключается из рассмотрения. Функция Грина G(x, y) оператора L
не зависит от функции ρ. Поэтому задача (5.76) эквивалентна инте-
гральному уравнению

ϕ(x) = µ ·
b∫

a

G(x, y)ρ(y)ϕ(y)dy. (5.77)

Ядро G(x, y) · ρ(y) интегрального оператора не является сим-
метричным. Умножим уравнение (5.77) на

√
ρ(x) и положим

ψ(x) =
√
ρ(x) · ϕ(x), K(x, y) =

√
ρ(x) ·G(x, y) ·

√
ρ(y). Тогда полу-

чим уравнение

ψ(x) = µ ·
b∫

a

K(x, y)ψ(y)dy (5.78)

с непрерывным симметричным действительным ядром K. Характери-
стические числа уравнения (5.78) совпадают с собственными значени-

ями задачи (5.76). Ортонормированной системе {
◦
ψn} действительных

собственных функций ядра K соответствует система { ◦ϕn} собствен-
ных функций задачи (5.76), ортонормированная в смысле скалярного

произведения с весом ρ: равенство
b∫
a

◦
ψn(x)

◦
ψm(x)dx = 0 при n 6= m

означает
b∫
a

◦
ϕn(x)

◦
ϕm(x)ρ(x)dx = 0, а равенство

b∫
a

(
◦
ψn(x)

)2

dx = 1

означает
b∫
a

( ◦
ϕn(x)

)2
ρ(x)dx = 1.

Замечание 5.22.
Пусть функция η(x) такова, что произведение

√
ρ(x) · η(x) истоко-

образно представимо через ядро K:
√
ρ(x)·η(x) =

b∫
a

K(x, y)ω(y)dy, т.е.
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η(x) =
b∫
a

G(x, y)
√
ρ(y)ω(y)dy. Тогда по теореме Гильберта–Шмидта

√
ρ(x) · η(x) =

∞∑
i=1

(
b∫
a

√
ρ(x)η(x)

◦
ψi(x)dx

)
·
◦
ψi(x) =

=
∞∑
i=1

(
b∫
a

η(x)
◦
ϕi(x)ρ(x)dx

)
·
√
ρ(x)

◦
ϕi(x), т.е. η(x) =

∞∑
i=1

(η,
◦
ϕi)ρ ·

◦
ϕi(x),

где коэффициенты Фурье функции η понимаются в смысле скалярных
произведений с весом ρ.�
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Задачи к главе 3.

1. Имеет ли уравнение
◦
ϕ(x) = µ

x∫
0

1

y
· ◦ϕ(y)dy непрерывные на

0 6 x < +∞ решения, отличные от
◦
ϕ(x) ≡ 0?

2. Найдите непрерывное решение уравнения

ϕ(x)−
x∫

0

(x− y)ϕ(y)dy = x2, 0 6 x < +∞,

следующими способами: 1.) методом последовательных приближе-
ний с начальным приближением ϕ

0
(x) ≡ 0; 2.) дважды дифферен-

цируя уравнение в предположении ϕ ∈ C2(0 6 x < +∞); 3.) решая
уравнение с вырожденным ядром.

3. Найдите непрерывное решение уравнения
x∫
0

(xy + 1)ϕ(y)dy = x2,

0 6 x < +∞.

4. Найдите непрерывное решение уравнения
x∫
0

(x+y+1)ϕ(y)dy = x2,

0 6 x < +∞.

5. Сведите к интегральному уравнению Вольтерры 2–го рода
задачу Коши θ′′(x) + (x2 + 1)θ(x) = cos x, θ(0) = 0, θ′(0) = 2.

6. Сведите к интегральному уравнению Вольтерры 2–го рода
задачу Коши θ(3)(x) − 3 · θ(2)(x) − 6 · θ′(x) + 8 · θ(x) = ex, θ(0) = 1,
θ′(0) = 1, θ(2)(0) = 1.

7. Найдите непрерывное решение системы интегральных уравнений
ϕ1(x)−

x∫
0

ϕ2(y)dy = sinx,

ϕ2(x) +
x∫
0

ϕ1(y)dy = 1− cosx,
0 6 x < +∞,

следующими способами: 1.) дифференцируя оба уравнения; 2.) при-
меняя к обоим уравнениям преобразование Лапласа.
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Задачи к главе 4.
1. Докажите, что если ядро K(x, y) непрерывно в

S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b} и K(x, y) 6≡ 0, то для оператора

(Aϕ)(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy, действующего из C[a, b] в C[a, b], его

норма ‖A‖ 6= 0.

2. Является ли ограниченным линейный оператор (Aϕ)(x) =
dϕ(x)

dx
,

действующий из L2[0, π] в L2[0, π]?

3. Является ли оператор A: C[0, 1]→ C[0, 1] вполне непрерывным?

1.) (Aϕ)(x) =
x∫
0

ϕ(y)dy; 2.) (Aϕ)(x) =
1∫
0

(xy + x2y2)ϕ(y)dy;

3.) (Aϕ)(x) = x · ϕ(x).

4. Для каких операторов предыдущей задачи dimRanA <∞?

5. H = L2[0, 1], A : H → H. Найдите сопряжённый оператор A∗.

1.) (Aϕ)(x) =
x∫
0

ϕ(y)dy; 2.) (Aϕ)(x) = x · ϕ(x).

6. A и B — самосопряжённые линейные непрерывные операторы,
действующие в гильбертовом пространстве. В каком случае оператор
AB будет самосопряжённым?

7. Что можно утверждать о резольвенте Фредгольма Γ(x, y;µ)
оператора A из примера 4.9?

8. Оператор (Aϕ)(x) = x · ϕ(x) рассматриваем как действующий в
гильбертовом пространстве L2[a, b]. Является ли оператор A непре-
рывным? Является ли он самосопряжённым? Имеет ли оператор A
собственные значения? Является ли оператор A вполне непрерывным?

9. Оператор (Aϕ)(x) =
2π∫
0

sinx · cos y · ϕ(y)dy рассматриваем как
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действующий в пространстве L2[0, 2π]. Является ли этот оператор
вполне непрерывным? Является ли он самосопряжённым? Имеет ли
оператор A характеристические значения? Является ли число λ = 0
его собственным значением? При каких значениях λ существует
непрерывный обратный оператор (A− λE)−1?

10. Оператор (Aϕ)(x) =
1∫
0

xy · ϕ(y)dy рассматриваем как действу-

ющий в пространстве L2[0, 1]. Докажите, что оператор A ограничен и
найдите ‖A‖. Докажите, что A = A∗. Найдите максимальный вектор
оператора A. Докажите, что число λ = 0 является собственным значе-
нием оператора A бесконечной геометрической кратности. При каких
значениях λ существует непрерывный обратный оператор (A−λE)−1?
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Задачи к главе 5.
1. S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}. Образует ли линейное многообразие

в пространстве L2(S) над полем чисел R множество всех непрерывных
на S функций K(x, y), удовлетворяющих условию K(x, y) = K(y, x)?
Образует ли линейное многообразие в пространстве L2(S) над полем
чисел C множество всех непрерывных на S функций K(x, y), удовле-
творяющих условию K(x, y) = K(y, x)?

2. В квадрате S = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1} задано ядро

K(x, y) = ei(x−y) интегрального оператора (Aϕ) (x) =
1∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy;

A : L2[0, 1] → L2[0, 1]. Является ли оператор A ограниченным? Яв-
ляется ли оператор A вполне непрерывным? Является ли оператор
A самосопряжённым? Найдите все характеристические значения
оператора A и отвечающие им собственные функции.

3. В квадрате S = {−π 6 x 6 π, −π 6 y 6 π} задано яд-

ро K(x, y) =
1

π

∞∑
i=1

cos(ix) · cos(iy)

i3
интегрального оператора

(Aϕ) (x) =
π∫
−π
K(x, y)ϕ(y)dy; A : L2[−π, π]→ L2[−π, π]. Является

ли оператор A ограниченным? Является ли оператор A вполне
непрерывным? Является ли оператор A самосопряжённым? Найдите
все характеристические значения оператора A и отвечающие им
собственные функции; образуют ли они ортонормированную систему?
Является ли число λ = 0 собственным значением оператора A?

4. Пусть {µn} — последовательность (5.5) характеристических чи-
сел самосопряжённого ядра, µ — его правильное значение. Докажите,

что ряд
∞∑
n=1

1

|µn − µ|2
сходится.

5. При фиксированном значении y ∈ [a, b] и при |µ| < |µ1|
вычислите коэффициенты Фурье (5.43) резольвенты Γ(x, y;µ) по
ортонормированной системе { ◦ϕi(x)} собственных функций ядра
K = K∗, исходя из разложения резольвенты в степенной ряд (2.31) и
из билинейных рядов (5.18) для итерированных ядер Kn.
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6. Исходя из билинейного ряда (5.44) для резольвенты Γ(x, y;µ)
ядра K = K∗, докажите, что при каждом x ∈ [a, b] сходится ряд

∞∑
i=1

∣∣∣∣∣
◦
ϕi(x)

µi − µ

∣∣∣∣∣
2

.

7. Пусть невырожденное самосопряжённое ядро K(x, y) 6≡ 0 и
непрерывно в квадрате S. Докажите, что

|µ1| = lim
m→∞

(
trK2m

trK2m+2

)1/2

= lim
m→∞

(
1

trK2m

)1/2m

.

8. Пусть интегральный оператор A имеет самосопряжённое непре-
рывное в квадрате S ядро K(x, y) 6≡ 0. Пусть его характеристические
числа µi и ортонормированные собственные фунции

◦
ϕi определены в

(5.5). Докажите, что для всех ϕ ∈ L2[a, b] и ψ ∈ L2[a, b] выполнено
равенство

(Aϕ,ψ) =

∞∑
i=1

(ϕ,
◦
ϕi) · (ψ,

◦
ϕi)

µi
.

Запишите это равенство при ψ = ϕ.

9. Пусть (Lϕ) (x) = i·ϕ′(x), δ(ϕ) = ϕ(1)−α·ϕ(0), где α = const ∈ C.
При каких α краевая задача на собственные значения

(Lϕ) (x) = µ · ϕ(x), 0 6 x 6 1; δ(ϕ) = 0

будет самосопряжённой?

10. Пусть (Lϕ) (x) = − d

dx

(
p(x)

dϕ(x)

dx

)
+ q(x)ϕ(x), где p ∈ C1[a, b],

q ∈ C[a, b], причём p(x) не обращается в нуль на [a, b]. Пусть краевые
условия δ(ϕ) = 0 имеют вид

u11 · ϕ(a) + u12 · ϕ′(a) = 0, v21ϕ(b) + v22ϕ
′(b) = 0.

Докажите, что задача (Lϕ) (x) = µ·ϕ(x), a 6 x 6 b, δ(ϕ) = 0 является
самосопряжённой в том и только в том случае, если функции p и q
действительны, и постоянные u11, u12, v21, v22 действительны.
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11. Интегральное уравнение ϕ(x) = µ ·
1∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy, 0 6 x 6 1,

с ядром K(x, y) =

{
x, 0 6 x 6 y 6 1;

y, 0 6 y 6 x 6 1;
сведите к задаче Штурма–

Лиувилля. Найдите его характеристические значения и собственные
функции.
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Ответы задач к главе 3.
1. Каждому µ > 0 отвечает решение

◦
ϕ(x) = xµ наряду с решением

◦
ϕ(x) ≡ 0.

2. ϕ(x) = 2(chx− 1).
3. Если функция ϕ непрерывна, то уравнение можно продифферен-

цировать:

(x2 + 1)ϕ(x) +

x∫
0

yϕ(y)dy = 2x. (∗∗)

Получили уравнение Вольтерры 2–го рода

ϕ(x) +
x∫
0

y

x2 + 1
· ϕ(y)dy =

2x

x2 + 1
,

которое по теореме 3.1 имеет единственное непрерывное решение. Это
решение ϕ можно найти, например, дифференцируя (∗∗) в предполо-
жении ϕ ∈ C1: (x2 + 1)ϕ′(x) + 3ϕ(x) = 2; кроме того, из (∗∗) следует
ϕ(0) = 0. Решая задачу Коши для обыкновенного дифференциального

уравнения, получаем ϕ(x) =
2

3

(
1− e−3arctgx

)
.

4. ϕ(x) =
2

3

(
1− (2x+ 1)−

3
2

)
.

5. ϕ(x)+
x∫
0

(x2+1)(x−y)ϕ(y)dy = cosx−2x·(x2+1), где ϕ(x) = θ′′(x).

6. ϕ(x) +
x∫
0

[4(x− y)2 − 6(x− y)− 3]ϕ(y)dy = ex − 4x2 − 2x+ 1, где

ϕ(x) = θ(3)(x).
7. ϕ1(x) = sinx, ϕ2(x) ≡ 0.
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Ответы задач к главе 4.
2. Оператор A не является ограниченным. DomA 6= L2[0, π].

Для последовательности функций ϕn(x) =

√
2

π
· sin(nx) будем иметь

(Aϕn)(x) =

√
2

π
· n · cos(nx). Отсюда ‖Aϕn‖L2[0,π] = n, ‖ϕn‖L2[0,π] = 1.

Следовательно, sup
‖ϕ‖=1

‖Aϕ‖ = +∞, т.е. операторA неограниченный.

3. 1.) Да; 2.) Да; 3.) Нет.

5. 1.) (A∗ψ)(x) =
1∫
x

ψ(y)dy; 2.) (A∗ψ)(x) = x · ψ(x).

7. Γ(x, y;µ) является целой аналитической функцией параметра µ.
8. Оператор A непрерывен. A = A∗. Оператор A не имеет собствен-

ных значений. Оператор A не является вполне непрерывным.
9. Оператор A вполне непрерывен. A 6= A∗. Оператор A не имеет

характеристических значений. Число λ = 0 является собственным зна-
чением бесконечной геометрической кратности. При λ 6= 0 существует
непрерывный оператор (A− λE)−1.

10. Максимальным вектором оператора A является функция
√

3x

(см. также примеры 2.8, 2.10 и замечание 2.32). ‖A‖ =
1

3
. Непрерывный

обратный оператор (A− λE)−1 существует при λ 6= 0, λ 6= 1

3
.
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Ответы задач к главе 5.
1. Да. Нет.
2. Оператор самосопряжённый вполне непрерывный, имеет един-

ственное характеристическое значение µ1 = 1;
◦
ϕ1(x) = eix.

3. Оператор самосопряжённый вполне непрерывный, имеет харак-
теристические значения µn = n3, n ∈ N. Собственные функции
◦
ϕn(x) =

cos(nx)√
π

образуют ортономированную систему. Число λ = 0

является собственным значением бесконечной геометрической кратно-
сти.

4. µn −→
n→∞

∞, поэтому для всех достаточно больших номе-
ров n будет выполнено неравенство |µn| > 2|µ|. Из неравенства

|µn| = |µn − µ + µ| 6 |µn − µ| + |µ| < |µn − µ| +
1

2
|µn| получаем

|µn − µ| >
1

2
|µn|. Тогда

1

|µn − µ|
<

2

|µn|
и

1

|µn − µ|2
<

4

µ2
n
. По замеча-

нию 5.9 ряд
∞∑
n=1

1

µ2
n
сходится. Поэтому сходится и ряд

∞∑
n=1

1

|µn − µ|2
.

6. Сходимость указанного ряда вытекает из неравенства Бесселя
для коэффициентов Фурье функции Γ(x, y;µ) по ортонормированной

системе функций { ◦ϕi(y)}.
7. Указание. Используйте формулу (5.32).
9. |α| = 1.
11. −ϕ′′(x) = µ · ϕ(x), 0 6 x 6 1; ϕ(0) = 0, ϕ′(1) = 0.

µn =
(π

2
· (2n+ 1)

)2
,

◦
ϕn(x) =

√
2 sin

(π
2

(2n+ 1)x
)
, n = 0, 1, 2, . . .
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Глава 6.
Некоторые сведения о линейных интегральных

уравнениях 1–го рода.

6.1. Линейное интегральное уравнение 1–го рода с фред-
гольмовым самосопряжённым ядром. Теорема Пика-
ра.

Изучим свойства уравнения 1–го рода

(Aϕ)(x) ≡
b∫

a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, (6.1)

с самосопряжённым ядром K(x, y) = K(y, x) 6≡ 0. Предполагаем, что
в квадрате S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b} ядро непрерывно или фред-
гольмово. Предполагаем, что свободный член f ∈ L2[a, b], и решение
ϕ ищем в L2[a, b].

Замечание 6.1.
По утверждению 2.8 если K ∈ C(S), а ϕ ∈ L2[a, b], то функция

(Aϕ)(x) непрерывна на [a, b]. Поэтому в случае непрерывного ядра
для разрешимости уравнения (6.1) надо требовать f ∈ C[a, b].�

Замечание 6.2.
Как и в случае непрерывного ядра, для ядраK = K∗ ∈ L2(S) его ха-

рактеристические числа µi и ортонормированные собственные функ-
ции

◦
ϕi(x) можно записать в виде последовательностей (5.5). Для са-

мосопряжённого фредгольмова ядра справедлива теорема Гильберта-
Шмидта (см. замечание 5.6).�

Свойства уравнения (6.1) зависят прежде всего от того, являет-
ся ли полной в L2[a, b] ортонормированная система { ◦ϕi} собственных
функций оператора A. Напомним два важнейших определения.

Определение 6.1.
Ортонормированную систему { ◦ϕi} называют полной, если кроме

нулевого элемента нет никакого другого элемента данного евклидова
пространства, который был бы ортогонален ко всем элементам систе-
мы { ◦ϕi}.�

Определение 6.2.
Ортонормированную систему { ◦ϕi} называют замкнутой, если лю-

бой элемент данного евклидова пространства можно с любой точно-
стью приблизить по норме этого пространства линейными комбинаци-
ями конечного числа элементов системы { ◦ϕi}.�
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Всякая замкнутая ортонормированная система является полной; а
в гильбертовом пространстве из полноты ортонормированной системы
следует её замкнутость (см. [23], гл. 11, §3). Пространство L2[a, b] явля-
ется гильбертовым, поэтому свойства полноты и замкнутости системы
{ ◦ϕi} совпадают.

Для оператора A в (6.1) система его собственных функций может
оказаться полной в L2[a, b], а может оказаться не полной (приведите
примеры обоих случаев!).

Напомним, что две измеримые функции называют эквивалентными
на [a, b], если они различаются только на множестве нулевой меры Ле-
бега. Иначе говоря, эквивалентные функции совпадают почти всюду.
Эквивалентные функции часто можно не различать.

Утверждение 6.1.
Если система собственных функций (5.5) оператора A не полная в

L2[a, b], то однородное уравнение

b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = 0, a 6 x 6 b , (6.2)

имеет ненулевое решение ϕ 6= 0, ϕ ∈ L2[a, b] (точнее — решение в
L2[a, b], не эквивалентное нулевому), т.е. KerA 6= 0.

Если система собственных функций (5.5) полна в L2[a, b], то одно-
родное уравнение (6.2) имеет единственное решение ϕ = 0 в L2[a, b]
(строго говоря — единственное с точностью до эквивалентности), т.е.
KerA = 0.

Доказательство.
Как и в случае непрерывного ядра, для ядра K ∈ L2(S) справедли-

во утверждение 5.10: если A — самосопряжённый интегральный опе-
ратор с фредгольмовым ядром, то функция ϕ ∈ KerA в том и только
в том случае, если она ортогональна всем собственным функциям

◦
ϕi

оператора A, соответствующим его характеристическим значениям µi

(т.е. его ненулевым собственным значениям λi =
1

µi
). Этот факт вы-

ражается ортогональным разложением L2[a, b] = KerA
⊕

RanA (см.
конец раздела 5.2; см. замечание 5.6).

Если система собственных функций (5.5) не является полной, то
найдётся такая функция ϕ ∈ L2[a, b], ϕ 6= 0, что ϕ⊥ ◦ϕi для всех но-
меров i. Тогда ϕ ∈ KerA, т.е. удовлетворяет однородному уравнению
(6.2).
Если система собственных функций (5.5) полная, то лишь ну-

левой элемент пространства L2[a, b] будет ортогонален всем
◦
ϕi; т.е.

KerA = 0.�
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Пример 6.1.
Пусть ядро K в (6.2) вырожденное. Тогда KerA 6= 0, причём име-

ется счётная система линейно независимых собственных функций, от-
вечающих собственному значению λ = 0.�

Утверждение 6.2.
Если система собственных функций (5.5) полна в L2[a, b], то неод-

нородное уравнение (6.1) не может иметь в L2[a, b] более одного ре-
шения (решения рассматриваем с точностью до эквивалентности).

Доказательство.
Предположим, что уравнение (6.1) имеет в L2[a, b] два не эквива-

лентных решения ϕ и ξ. Тогда разность ω = ϕ − ξ 6= 0 удовлетво-
ряет однородному уравнению (6.2), т.е. ω ∈ KerA. Следовательно,
функция ω является собственной функцией оператора A, отвечающей
собственному значению λ = 0. По утверждению 4.7 функция ω ор-
тогональна всем собственным функциям

◦
ϕi, которые соответствуют

λi =
1

µi
6= 0; т.е. система { ◦ϕi} не полная — противоречие!�

В доказательстве необходимого и достаточного условия разреши-
мости уравнения (6.1) понадобится теорема Рисса–Фишера∗, которая
доказывается в курсе функционального анализа (см. [23], гл. 11, §2).

Теорема 6.1 (Рисса–Фишера).
Пусть {ϕi} — произвольная ортонормированная система в L2[a, b]

(её полнота в L2[a, b] не предполагается). Тогда для любой последо-
вательности комплексных чисел {ci}∞i=1, удовлетворяющей условию
∞∑
i=1
|ci|2 < ∞, найдётся и притом единственная (с точностью до эк-

вивалентности) функция ϕ ∈ L2[a, b] такая, что ci = (ϕ, ϕi), i ∈ N, и
∞∑
i=1
|ci|2 = ‖ϕ‖2L2[a,b].�

Теорема 6.2.
1◦. Чтобы неоднородное уравнение (6.1) было разрешимо в L2[a, b],

необходимо и достаточно, чтобы ряд Фурье свободного члена f(x) по
ортонормированной системе { ◦ϕi(x)} собственных функций оператора
A сходился к f(x) в среднем квадратическом на [a, b], и чтобы сходился
числовой ряд

∞∑
i=1

µ2
i ·
∣∣∣(f, ◦ϕi)∣∣∣2 . (6.3)

2◦. Если уравнение (6.1) разрешимо в L2[a, b], то оно имеет частное
решение ϕ(x), к которому в среднем квадратическом на [a, b] сходится

∗ Фишер Эрнст Сигизмунд (1875–1954) — немецкий математик.
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ряд
∞∑
i=1

µi · (f,
◦
ϕi) ·

◦
ϕi(x) . (6.4)

Все решения уравнения (6.1) имеют вид ϕ(x) + ψ(x), где функция
ψ ∈ L2[a, b] является некоторым решением однородного уравнения
(6.2).

3◦. Если система { ◦ϕi(x)} полна в L2[a, b], то ψ = 0 (с точностью
до эквивалентности). Тогда при условии сходимости числового ряда
(6.3) уравнение (6.1) имеет в L2[a, b] единственное решение ϕ(x), к
нему в среднем квадратическом сходится ряд (6.4).

Доказательство.
Необходимость (утверждения 1◦, 2◦, 3◦). Пусть существует ре-

шение ϕ ∈ L2[a, b] неоднородного уравнения (6.1). Выразим коэффи-
циенты Фурье функции ϕ по ортонормированной системе { ◦ϕi} через
коэффициенты Фурье свободного члена f ∈ L2[a, b]:

(f,
◦
ϕi) = (Aϕ,

◦
ϕi) = (ϕ,A

◦
ϕi) = (ϕ,

1

µi
· ◦ϕi) =

1

µi
· (ϕ, ◦ϕi) ,

т.к. A = A∗ и µi ∈ R; отсюда (ϕ,
◦
ϕi) = µi · (f,

◦
ϕi). По неравенству

Бесселя для функции ϕ ∈ L2[a, b] имеем

∞∑
i=1

∣∣∣(ϕ, ◦ϕi)∣∣∣2 =

∞∑
i=1

µ2
i ·
∣∣∣(f, ◦ϕi)∣∣∣2 6 ‖ϕ‖2L2[a,b] <∞,

т.е. числовой ряд (6.3) сходится.
Если существует решение ϕ ∈ L2[a, b] уравнения (6.1), то функция

f ∈ L2[a, b] истокообразно представима через ядро K, т.е. f ∈ RanA.
В случае непрерывного ядра K по теореме Гильберта–Шмидта ряд
Фурье функции f по системе { ◦ϕi} сходится равномерно (а сама функ-
ция f в этом случае должна быть непрерывной). В случае, когда ядро
K ∈ L2(S) не обязательно непрерывно, ряд Фурье функции f заведо-
мо сходится к f в среднем квадратическом. (См. замечание 5.6. Тео-
рема Гильберта–Шмидта утверждает, что система собственных функ-
ций { ◦ϕi} замкнута во множестве RanA в смысле нормы простран-
ства L2[a, b]. При этом замкнутость системы { ◦ϕi} во всем пространстве
L2[a, b] не предполагается!)

Докажем, что функциональный ряд (6.4) сходится в среднем квад-
ратическом именно к решению уравнения (6.1), если это уравнение
разрешимо в L2[a, b]. Как доказано выше, числовой ряд (6.3) сходит-
ся. Тогда по теореме Рисса–Фишера в L2[a, b] существует единственная
функция ϕ (с точностью до эквивалентности), коэффициенты Фурье
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(ϕ,
◦
ϕi) которой равны µi · (f,

◦
ϕi), и выполнено равенство

∞∑
i=1

µ2
i

∣∣∣(f, ◦ϕi)∣∣∣2 = ‖ϕ‖2L2[a,b]. (6.5)

Из тождества Бесселя (см. [23], гл. 10, §1)∥∥∥∥∥
m∑
i=1

µi · (f,
◦
ϕi) ·

◦
ϕi − ϕ

∥∥∥∥∥
2

L2[a,b]

= ‖ϕ‖2L2[a,b] −
m∑
i=1

µ2
i ·
∣∣∣(f, ◦ϕi)∣∣∣2

и из (6.5) следует, что функциональный ряд (6.4) сходится в сред-
нем квадратическом к функции ϕ. Обозначим через Sm(x) частичные
суммы ряда (6.4). Применим оператор A к Sm:

ASm = A

(
m∑
i=1

µi · (f,
◦
ϕi) ·

◦
ϕi

)
=

m∑
i=1

(f,
◦
ϕi) ·

◦
ϕi — получили частич-

ную сумму ряда Фурье функции f , который сходится к f в среднем
квадратическом. Оператор A действует из L2[a, b] в L2[a, b] и непре-
рывен (см. пример 4.4). Поэтому последовательность функций ASm
сходится в среднем квадратическом к функции Aϕ. В силу единствен-
ности предельной функции (с точностью до эквивалентности) получа-
ем Aϕ = f .

Наконец, очевидно, что любые два решения неоднородного уравне-
ния (6.1) отличаются друг от друга на решение ψ однородного уравне-
ния (6.2). При этом ψ⊥ ◦ϕi для всех номеров i, т.к. ψ ∈ KerA. Поэтому
(ϕ,

◦
ϕi) = (ϕ + ψ,

◦
ϕi). Если система { ◦ϕi} полна в L2[a, b], то по утвер-

ждению 6.1 возможно лишь ψ = 0 (с точностью до эквивалентности).
Достаточность (утверждение 1◦). Если известно, что числовой

ряд (6.3) сходится, а ряд Фурье функции f по системе { ◦ϕi} сходится
к f в среднем квадратическом, то как в доказательстве необходимости
получаем существование такой функции ϕ ∈ L2[a, b], что Aϕ = f .�

Замечание 6.3.
Для разрешимости уравнения (6.1) в теореме 6.2 не требуется пол-

нота системы собственных функций { ◦ϕi} в пространстве L2[a, b].�
Замечание 6.4.
В случае, когда система собственных функций { ◦ϕi} полна в L2[a, b],

теорему 6.2 называют теоремой Пикара. В этом случае ряд Фурье
функции f ∈ L2[a, b] по системе { ◦ϕi} автоматически сходится к f в
среднем квадратическом в силу замкнутости этой системы. Тогда для
разрешимости уравнения (6.1) необходимо и достаточно, чтобы схо-
дился числовой ряд (6.3). При выполнении этого условия единствен-
ное решение уравнения (6.1) даётся функциональным рядом (6.4),
который сходится в среднем квадратическом. Единственность реше-
ния понимается с точностью до эквивалентности функций.�
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Замечание 6.5.
Оператор A в уравнении (6.1) вполне непрерывный. Поэтому не су-

ществует непрерывного обратного оператора A−1 (см. следствие 4.1).�

6.2. Уравнение Абеля.
6.2.1. Задача Абеля.

Пусть дана гладкая кривая l в вертикальной плоскости Ozy; ось
Oy направлена вертикально вверх, ось Oz горизонтальна. Матери-
альная точка массы m находится в положении A = A(z1, h) на кри-
вой в состоянии покоя — её скорость в A равна нулю. Под действи-
ем силы тяжести материальная точка начинает двигаться вдоль кри-
вой l и движется без трения до наинизшего положения C(z0, 0); точ-
ка C кривой l лежит на Oz. Предполагаем, что составляющая си-
лы тяжести, касательная к l, всюду отлична от нуля, кроме, быть
может, наинизшей точки C. Это значит, что кривая l задана урав-
нением z = q(y), причём производная q′y(y) всюду конечна, кроме,
быть может, точки C. (Если кривую l задать уравнением y = p(z), то
p′z(z) 6= 0 всюду, кроме, быть может, точки C. Бесконечная производ-
ная p′z допускается.) Тогда дифференциал длины дуги кривой l имеет
вид dl =

√
(dz)2 + (dy)2 =

√
(q′(y))2 + 1dy. Введём обозначение

ϕ(y) = +
√

(q′(y))2 + 1. (6.6)

В момент времени t в положении B = B(z, y) между A и C ма-

териальная точка имеет скорость ~v =

{
dz

dt
,
dy

dt

}
, касательную к кри-

вой l. Величина скорости v = |~v| =

√(
dz

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

. При пере-

ходе материальной точки из положения A в положение B прираще-
ние её кинетической энергии равно изменению её потенциальной энер-

гии:
mv2

2
= mg(h − y), где g — ускорение силы тяжести. Отсюда

v2 =

(
dz

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= 2g(h−y), т.е.
(
dy

dt

)2

·
(
(q′(y))2+1

)
= 2g(h−y).

Выразим dt через dy:

dt = −

√(
q′(y)

)2
+ 1√

2g(h− y)
dy = − ϕ(y)

2g(h− y)
dy.

Знак минус в последнем равенстве выбран потому, что при увеличе-
нии времени t высота y материальной точки убывает. Время T паде-
ния точки из положения A в положение C соответствует изменению
переменной y от h до 0. Время T определяется кривой l и зависит от
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исходной высоты материальной точки : T = f(h). Поэтому функции
ϕ и f связаны равенством

1√
2g

h∫
0

ϕ(y)√
h− y

dy = f(h). (6.7)

Зная кривую l и исходную высоту h, находим по формуле (6.7) время
T .

Абель поставил обратную задачу: найти кривую l, для которой вре-
мя падения T с высоты h без начальной скорости до заданной точки
C(z0, 0) (без трения) представляет собой заданную функцию T = f(h).
Эта задача сводится к нахождению неизвестной функции ϕ(y) из урав-
нения (6.7) и к решению дифференциального уравнения (6.6) отно-
сительно q(y) с условием q(0) = z0.

Уравнение (6.7) называют уравнением Абеля. Это линейное ин-
тегральное уравнение первого рода типа Вольтерры. Его ядро имеет
слабую особенность.

Пример 6.2 (задача о таутохроне).
Пусть в уравнении (6.7) T = f(h) = const при h > 0. Тогда (6.6)

и (6.7) определяют таутохронную кривую l: время, за которое мате-
риальная точка скатывается до положения C(z0, 0), не зависит от её
исходного положения на кривой.

Будем искать непрерывное решение ϕ уравнения

h∫
0

ϕ(y)dy√
h− y

=
√

2g · T, h > 0, T = const. (6.8)

Разделим уравнение (6.8) на
√
s− h (полагаем здесь s > h) и проин-

тегрируем по h от 0 до s:

√
2gT

s∫
0

dh√
s− h

=

s∫
0

 h∫
0

ϕ(y)dy√
h− y

 dh√
s− h

=

=

s∫
0

 s∫
y

dh√
s− h

√
h− y

ϕ(y)dy .

(6.9)

Изменение порядка интегрирования в (6.9) требует обоснования, т.к.
интеграл несобственный (см. [15], Гл. 16, §5). Выполним замену пе-
ременной интегрирования в правой части (6.9): h = y + (s − y) · τ .
s∫
y

dh√
s− h

√
h− y

=
1∫
0

dτ√
1− τ

√
τ

= B

(
1

2
,
1

2

)
= π (здесь B — бета–
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функция). Тогда (6.9) примет вид
√

2g

π
T · 2

√
s =

s∫
0

ϕ(y)dy. Диффе-

ренцируя по s, получаем ϕ(s) =

√
2g

s
· T
π
, s > 0.

Таутохрона задаётся уравнением (6.6):(
q′(y)

)2
+ 1 =

2g

y

(
T

π

)2

, q(0) = z0.

Это уравнение обращённой выпуклостью вниз циклоиды (см. [3],
Введение, §6; см. В.И. Смирнов. Курс высшей математики. Т2, Гл.3,
§8).�

6.2.2. Решение уравнения Абеля.

Вернёмся к нашим обычным обозначениям и решим уравнение Абе-
ля более общего вида, чем уравнение (6.7):

x∫
0

ϕ(y)dy

(x− y)α
= f(x), x > 0, α = const, 0 < α < 1. (6.10)

Нижний предел интегрирования выбран равным нулю лишь для упро-
щения формул. Специальный вид ядра интегрального оператора поз-
воляет найти решение ϕ в явном виде.

Предположим, что функция f непрерывно дифференцируема. Бу-
дем искать непрерывное решение ϕ. Разделим уравнение (6.10) на
(s− x)1−α (полагаем s > x) и проинтегрируем по x от 0 до s:

s∫
0

f(x)dx

(s− x)1−α =

s∫
0

 x∫
0

ϕ(y)dy

(x− y)α

 dx

(s− x)1−α =

=

s∫
0

 s∫
y

dx

(s− x)1−α(x− y)α

ϕ(y)dy.

(6.11)

Изменение порядка интегрирования в (6.11) требует обоснования, т.к.
интеграл несобственный. Выполним замену переменной интегрирова-
ния в правой части (6.11): x = y + (s− y) · τ . Тогда

s∫
y

dx

(s− x)1−α · (x− y)α
=

1∫
0

dτ

(1− τ)1−α · τα
= B(1− α, α) =

=
Γ(1− α)Γ(α)

Γ(1)
=

π

sin(πα)

(6.12)

12



— не зависит от y (здесь Γ — гамма–функция, B — бета–функция).
Поэтому уравнение (6.11) имеет вид

s∫
0

ϕ(y)dy =
sin(πα)

π

s∫
0

f(x)dx

(s− x)1−α . (6.13)

Чтобы найти функцию ϕ, надо продифференцировать равенство
(6.13) по s. Если предположить, что существует непрерывная функ-
ция ϕ, которая удовлетворяет (6.13), то левую часть этого равенства
можно дифференцировать; тогда получим

ϕ(s) =
sin(πα)

π
· d
ds

s∫
0

f(x)dx

(s− x)1−α . (6.14)

Но надо еще проверить, что полученная таким образом функция ϕ
существует и непрерывна, т.к. интеграл в (6.14) несобственный. За-
метьте, что интеграл в (6.14) нельзя дифференцировать по формуле
Лейбница, поскольку это привело бы к расходящемуся интегралу.

Можно получить другой вид формулы обращения уравнения
(6.10).
Утверждение 6.3.
Пусть функция f непрерывно дифференцируема. Тогда уравнение

(6.10) имеет единственное непрерывное при s > 0 решение ϕ, и его
можно представить формулой

ϕ(s) =
sin(πα)

π

f(0)

s1−α +

s∫
0

f ′(x)dx

(s− x)1−α

 . (6.15)

Доказательство.
Для упрощения выкладок (и только для этого!) проведем сначала

доказательство формулы (6.15) при условии f(0) = 0. Подставим вы-

ражение ϕ(s) =
sin(πα)

π
·
s∫

0

f ′(x)dx

(s− x)1−α в интеграл
x∫
0

ϕ(y)dy

(x− y)α
и введём

следующую функцию ω:

ω(x) = f(x)−
x∫

0

sin(πα)

π

y∫
0

f ′(τ)dτ

(y − τ)1−α

 dy

(x− y)α
. (6.16)

Разделим обе части равенства (6.16) на (s−x)α (полагаем s>x) и проин-

тегрируем по x от 0 до s:
s∫

0

ω(x)dx

(s− x)α
=

s∫
0

f(x)dx

(s− x)α
− sin(πα)

π

s∫
0

I(x)dx

(s− x)α
,

13



где I(x)=
x∫
0

dy
y∫
0

f ′(τ)dτ

(y − τ)1−α · (x− y)α
. Изменим порядок интегрирова-

ния в повторном интеграле: I(x) =
x∫
0

f ′(τ)dτ
x∫
τ

dy

(x− y)α · (y − τ)1−α =

=
π

sin(πα)
· (f(x) − f(0)) (см. (6.12)). По условию f(0) = 0, по-

этому
s∫

0

ω(x)dx

(s− x)α
= 0 при всех s > 0. Разделим последнее равен-

ство на (u − s)1−α (полагаем u > s) и проинтегрируем по s от 0

до u:
u∫
0

ds

(u− s)1−α

s∫
0

ω(x)dx

(s− x)α
=

u∫
0

ω(x)dx
u∫
x

ds

(u− s)1−α · (s− x)α
=

=
π

sin(πα)
·
u∫
0

ω(x)dx = 0 . Итак, при любом значении u > 0 имеем

u∫
0

ω(x)dx = 0. Отсюда ω(x) ≡ 0, т.е. при условии f(0) = 0 формула

(6.15) даёт решение уравнения (6.10).
Для доказательства формулы (6.15) при f(0) 6= 0 как и выше под-

ставим выражение ϕ по (6.15) в интеграл
x∫
0

ϕ(y)dy

(x− y)α
и введём функ-

цию

ζ(x) = ω(x)−
x∫

0

sin(πα)

π
· f(0)dy

y1−α · (x− y)α
= ω(x)− f(0), (6.17)

где ω(x) определена в (6.16). Разделим обе части равенства (6.17) на

(s−x)α и проинтегрируем по x от 0 до s. Тогда получим
s∫

0

ζ(x)dx

(s− x)α
= 0

при всех s > 0. Отсюда следует ζ(x) ≡ 0, т.е. формула (6.15) даёт
решение уравнения (6.10).�

Замечание 6.6.
В уравнении (6.10) вовсе не обязательно требовать, чтобы

f(0) = 0�
Задача 6.1.
Пусть в уравнении (6.10) f(x) = Ax+B, где A = const, B = const.

Постройте решение ϕ по формуле (6.14); по формуле (6.15).�

6.2.3. Уравнения типа Абеля.

Наряду с уравнениями вида (6.10) важное прикладное значение
имеют уравнения, которые называют уравнениями типа Абеля. Они
появляются в задачах, связанных с измерениями и наблюдениями (в
задаче о распределении масс в галактиках; в диагностике плазмы в
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случае осевой симметрии плазменного шнура; и др.). Приведём два
примера уравнений типа Абеля относительно искомой функции ϕ с
известной функцией f .

x∫
0

ϕ(y)dy√
x2 − y2

= f(x), x > 0. (6.18)

+∞∫
x

2ϕ(y)ydy√
y2 − x2

= f(x), x > 0. (6.19)

В некоторых случаях можно считать, что ϕ(x) = 0 при x > b. Тогда
уравнение (6.19) имеет вид

b∫
x

2ϕ(y)ydy√
y2 − x2

= f(x), 0 6 x 6 b. (6.20)

Построим формулу обращения уравнения (6.18) для нахождения
его непрерывного решения ϕ.

Умножим обе части уравнения (6.18) на
2x√
s2 − x2

(полагаем s > x)

и проинтегрируем по x от 0 до s:
s∫

0

2xf(x)dx√
s2 − x2

=

s∫
0

 x∫
0

ϕ(y)dy√
x2 − y2

 · 2xdx√
s2 − x2

=

=

s∫
0

 s∫
y

2xdx
√
s2 − x2

√
x2 − y2

ϕ(y)dy.

(6.21)

Изменение порядка интегрирования в (6.21) требует обоснования,
т.к. интеграл несобственный. Выполним замену переменной интегри-
рования в правой части (6.21): x2 = y2 + (s2 − y2) · τ . Тогда
s∫
y

2xdx
√
s2 − x2

√
x2 − y2

=
s2∫
y2

dη√
s2 − η

√
η − y2

=

=
1∫
0

(s2 − y2)dτ√
s2 − y2

√
1− τ

√
s2 − y2

√
τ

= π (см. (6.12)). Поэтому уравне-

ние (6.21) имеет вид
s∫

0

ϕ(y)dy =
2

π

s∫
0

xf(x)dx√
s2 − x2

. (6.22)
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Чтобы найти функцию ϕ, надо продифференцировать равенство
(6.22) по s. Если предположить, что существует непрерывная функ-
ция ϕ, которая удовлетворяет (6.22), то левую часть этого равенства
можно дифференцировать; тогда получим

ϕ(s) =
2

π
· d
ds

s∫
0

xf(x)dx√
s2 − x2

. (6.23)

Но надо ещё проверить, что полученная таким способом функция ϕ су-
ществует и непрерывна. Интеграл в (6.23) нельзя дифференцировать
по формуле Лейбница, поскольку это привело бы к расходящемуся ин-
тегралу.

Можно получить другой вид формулы обращения уравнения
(6.18).
Утверждение 6.4.
Пусть функция f непрерывно дифференцируема. Тогда уравнение

(6.18) имеет единственное непрерывное при s > 0 решение ϕ, и его
можно представить формулой

ϕ(s) =
2

π

f(0) + s ·
s∫

0

f ′(x)dx√
s2 − x2

 . (6.24)

Доказательство.

Подставим выражение ϕ по (6.24) в интеграл
x∫
0

ϕ(y)dy√
x2 − y2

и введём

следующую функцию ζ:

ζ(x) = f(x)− f(0)−
x∫

0

2y

π

y∫
0

f ′(τ)dτ√
y2 − τ2

 dy√
x2 − y2

(6.25)

(здесь учтено, что
x∫
0

dy√
x2 − y2

=
π

2
). Разделим обе части ра-

венства (6.25) на
√
s2 − x2 (полагаем s > x) и проинтегрируем

по x от 0 до s:
s∫

0

ζ(x)dx√
s2 − x2

=
s∫

0

(f(x)− f(0))dx√
s2 − x2

− 1

π

s∫
0

I1(x)dx√
s2 − x2

,

где I1(x) =
x∫
0

2ydy
y∫
0

f ′(τ)dτ√
y2 − τ2

√
x2 − y2

. Изменим порядок инте-

грирования в повторном интеграле: I1(x) =
x∫
0

f ′(τ) · I2dτ , где

I2 =
x∫
τ

2ydy√
y2 − τ2

√
x2 − y2

. В интеграле I2 выполним замену пере-

менной интегрирования: вместо y введём переменную ξ по правилу
16



y2 = τ2 + (x2− τ2) · ξ. Тогда 2ydy = (x2− τ2)dξ, y2− τ2 = (x2− τ2) · ξ,

x2 − y2 = (x2 − τ2) · (1− ξ). Отсюда I2 =
1∫
0

dξ√
ξ
√

1− ξ
= B(

1

2
,
1

2
) = π

(см. (6.12)).

Поэтому I1(x) = π
x∫
0

f ′(τ)dτ = π(f(x) − f(0)). Следовательно,

s∫
0

ζ(x)dx√
s2 − x2

= 0 при всех s > 0. Умножим последнее равенство на

2s√
u2 − s2

(полагаем u > s) и проинтегрируем по s от 0 до u:
u∫
0

2sds√
u2 − s2

s∫
0

ζ(x)dx√
s2 − x2

=
u∫
0

ζ(x)dx
u∫
x

2sds√
u2 − s2

√
s2 − x2

=I2·
u∫
0

ζ(x)dx=0.

Итак, при любом значении u > 0 имеем
u∫
0

ζ(x)dx = 0. Отсюда ζ(x) ≡ 0,

т.е. формула (6.24) даёт решение уравнения (6.18).�
Задача 6.2.
Пусть в уравнении (6.18) f(x) = Ax+B, где A = const, B = const.

Постройте решение ϕ по формуле (6.23); по формуле (6.24).�
Построим формулу обращения уравнения (6.20)для нахождения

его непрерывного решения ϕ. Умножим обе части уравнения (6.20)
на

x√
x2 − s2

(полагаем 0 6 s < x) и проинтегрируем по x от s до b:

b∫
s

xf(x)dx√
x2 − s2

=

b∫
s

 b∫
x

2ϕ(y)ydy√
y2 − x2

 · xdx√
x2 − s2

=

=

b∫
s

 y∫
s

xdx√
y2 − x2

√
x2 − s2

 · 2ϕ(y)ydy.

(6.26)

Изменение порядка интегрирования в (6.26) требует обоснования, т.к.
интеграл несобственный. Выполним замену переменной интегрирова-
ния в правой части (6.26): 2x2 = (y2 + s2) + (y2 − s2) · τ . Тогда

xdx =
y2 − s2

4
·dτ , y2−x2 =

y2 − s2

2
· (1− τ), x2−s2 =

y2 − s2

2
· (1+ τ),

и
y∫
s

xdx√
y2 − x2

√
x2 − s2

=
1

2

1∫
−1

dτ√
1− τ

√
1 + τ

=
1

2

1∫
−1

dτ√
1− τ2

=

=
1

2
arcsin τ

∣∣1
−1 =

π

2
. Поэтому уравнение (6.26) имеет вид
b∫
s

ϕ(y)ydy =
1

π

b∫
s

xf(x)dx√
x2 − s2

. (6.27)
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Чтобы найти функцию ϕ, надо продифференцировать равенство
(6.27) по s. Если предположить, что существует непрерывная функ-
ция ϕ, которая удовлетворяет (6.27), то левую часть этого равенства
можно дифференцировать; тогда получим

ϕ(s) = − 1

πs
· d
ds

b∫
s

xf(x)dx√
x2 − s2

. (6.28)

Как и в случае формул (6.14) и (6.23), формулула (6.28) доказыва-
ет единственность решения ϕ в классе непрерывных функций при
0 < s < b.

6.2.4. Дифференцирование дробного порядка.

Переформулируем задачу вычисления производной функции f(x)
на отрезке [a, b], записав её в виде интегрального уравнения 1–го рода:

x∫
a

ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b. (6.29)

Для существования непрерывного решения ϕ уравнения (6.29) ма-
ло одной лишь непрерывности функции f . Функция f должна иметь
непрерывную производную при a 6 x 6 b и удовлетворять требова-
нию f(a) = 0. При выполнении этих условий существует единственное
непрерывное решение ϕ(x) = f ′(x).

Задачу вычисления производной порядка n ∈ N функции f на от-
резке [a, b] можно переформулировать в виде интегрального уравнения

x∫
a

(x− y)n−1

(n− 1)!
ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b. (6.30)

Это следует из доказанной в главе 3 леммы 3.1: для непрерывной на
[a, b] функции ϕ выполнено равенство

x∫
a

dyn−1

yn−1∫
a

dyn−2 · · ·
y1∫
a

ϕ(y)dy =

x∫
a

(x− y)n−1

(n− 1)!
ϕ(y)dy. (6.31)

Для существования непрерывного решения ϕ уравнения (6.30) ма-
ло одной лишь непрерывности функции f . Функция f должна иметь
непрерывные производные f (i)(x), i = 1, . . . , n, при a 6 x 6 b, причём
f (i)(a) = 0 для всех i = 0, 1, . . . , n− 1. При выполнении этих условий
существует единственное решение уравнения (6.30): ϕ(x) = f (n)(x).
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Введём обозначение интегрального оператора в правой части ра-
венства (6.31):

(
Inϕ

)
(x) =

x∫
a

(x− y)n−1

(n− 1)!
ϕ(y)dy .

Равенство (6.31) означает
(
Inϕ

)
(x)=

x∫
a

(
In−1ϕ

)
(y)dy, т.е. In=I1In−1.

Учтём, что (n − 1)! = Γ(n) (Γ — гамма–функция) и заметим, что
выражение (

Iαϕ
)
(x) =

x∫
a

(x− y)α−1

Γ(α)
ϕ(y)dy

имеет смысл при всех α > 0. Оператор Iα называют оператором дроб-
ного интегрирования или интегралом Римана–Лиувилля порядка α от
функции ϕ с началом в точке a. Оператор Iα линеен и обладает свой-
ством (

Iα
(
Iβϕ

))
(x) =

(
Iα+βϕ

)
(x). (6.32)

Действительно:

x∫
a

(x− y)α−1

Γ(α)

 y∫
a

(y − s)β−1

Γ(β)
ϕ(s)ds

 dy =

=

x∫
a

ϕ(s)

Γ(α)Γ(β)

 x∫
s

(x− y)α−1 · (y − s)β−1dy

 ds .

(6.33)

Выполняя замену переменной интегрирования y = s+(x−s) · τ , полу-

чим
x∫
s

(x− y)α−1 · (y− s)β−1dy = (x− s)α+β−1 ·
1∫
0

(1− τ)α−1 · τβ−1dτ =

= (x− s)α+β−1 ·B(α, β) = (x− s)α+β−1 · Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
. Отсюда и следует

(6.32).

Интегральный оператор Iα является свёрткой функций
xα−1

Γ(α)
и ϕ(x)

(можно считать, что при x < a обе функции заменяются нулём). При
некоторых требованиях к функции ϕ существуют операторы Iα с на-
чалом a = −∞. Строго определить интегральный оператор Iα и изу-
чить его свойства можно только указав, каким функциональным про-
странствам принадлежат DomIα и RanIα. В частности, проведённое
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в (6.33) изменение порядка интегрирования требует некоторых пред-
положений о функции ϕ.

Операцию, обратную дробному интегрированию, называют дроб-
ным дифференцированием порядка α: функцию ϕ называют дробной
производной порядка α от функции f , если она является решением
интегрального уравнения 1–го рода(

Iαϕ
)
(x) = f(x), x > a. (6.34)

При 0 < α < 1 производная порядка α от функции f удовлетворяет
уравнению Абеля:

1

Γ(α)
·

x∫
a

ϕ(y)dy

(x− y)1−α = f(x), x > a.

Если функция f непрерывно дифференцируема, то его решение можно
выразить по формуле (см. (6.14))

ϕ(s) = Γ(α) · sin(π(1− α))

π
· d
ds

s∫
a

f(x)dx

(s− x)α
, s > a,

или по формуле (см. (6.15))

ϕ(s) = Γ(α) · sin(π(1− α))

π

 f(a)

(s− a)α
+

s∫
a

f ′(x)dx

(s− x)α

 , s > a.

Решение ϕ уравнения (6.34) обозначим через
(
Dαf

)
(x). При

α = n ∈ N имеем Dn =
dn

dxn
. Пусть n < α < n + 1, n ∈ N. То-

гда, пользуясь равенством (6.32), можно записать уравнение (6.34) в
виде (

Iαϕ
)
(x) =

(
In
(
Iα−nϕ

))
(x) =

(
Iα−n

(
Inϕ

))
(x) = f(x) ,

и если функция f удовлетворяет надлежащим требованиям, то

ϕ(x) =

(
Dα−n

(
dn

dxn
f

))
(x) =

(
dn

dxn
(Dα−nf)

)
(x) .

Вообще:
(
Dα

(
Dβf

))
(x) =

(
Dα+βf

)
(x) при α > 0, β > 0.

Замечание 6.7.
Все введённые здесь операторы Dα и соотношения между ними по-

нимаются в смысле построения решений уравнений вида (6.34). Они
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имеют смысл только в случае разрешимости этих уравнений. Напри-

мер, уравнение
x∫
a

ϕ(y)dy = c = const разрешимо только при c = 0;

поэтому равенство
(
D1c

)
(x) =

dc

dx
= 0 верно только при c = 0.�

6.3. Линейные интегральные уравнения Фредгольма 1–го
рода с приближённо заданной правой частью.

При практическом решении количественных задач приходится рас-
сматривать их не как нахождение решения индивидуального уравне-
ния (или какой-либо другой индивидуальной задачи), а как массовую
проблему. Например, в уравнении 1–го рода Aϕ = f может быть фик-
сирован оператор A, действующий из нормированного пространства
Φ в нормированное пространство Ψ, а входной информацией каждой
конкретной задачи является приближённо заданный элемент f̃ ∈ Ψ.
Таким приближённым элементом может быть функция, полученная из
эксперимента и содержащая погрешности измерений. Требуется уметь
решать это уравнение для всех f ∈ Ψ.

Определение 6.3.
Задачу (массовую проблему)называют корректно поставленной

на паре пространств Φ и Ψ, если выполнены следующие требования.
1◦. Для любого элемента f ∈ Ψ решение ϕ ∈ Φ существует.
2◦. Для любого элемента f ∈ Ψ решение ϕ ∈ Φ единственно.
3◦. Решение ϕ непрерывно зависит от входной информации: для лю-

бого числа ε > 0 найдётся такое число δ(ε) > 0, что если ‖f− f̃‖Ψ < δ,
то ‖ϕ− ϕ̃‖Φ < ε. (Если речь идёт о решении уравнения 1–го рода, то
здесь Aϕ = f ,Aϕ̃ = f̃ .)�

Пример 6.3.
Пусть в уравнении Фредгольма 2–го рода

ϕ(x)− µ ·
b∫

a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, (6.35)

ядро K непрерывно в замкнутом квадрате S, под f понимается любая
непрерывная на [a, b] функция, и ищется непрерывное на [a, b] решение
ϕ. Реальной входной информацией может быть приближённая функ-
ция f̃ , по которой надо построить приближённое решение ϕ̃.

Если µ — правильное значение ядра K, то задача корректна в па-
ре нормированных пространств Φ = C[a, b], Ψ = C[a, b]. Действитель-
но, для фиксированного правильного значения µ имеем единственное
непрерывное решение

ϕ(x) = f(x) + µ ·
b∫

a

Γ(x, y;µ)f(y)dy ,
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где резольвента Фредгольма Γ является непрерывной функцией от x, y
в замкнутом квадрате S. Пусть N = max

(x,y)∈S
|Γ(x, y;µ)|. Пусть имеются

непрерывные функции f и f̃ , которым соответствуют непрерывные
решения ϕ и ϕ̃. Тогда для всех x ∈ [a, b] выполнено неравенство

|ϕ(x)− ϕ̃(x)| 6 |f(x)− f̃(x)|+ |µ| ·
b∫

a

∣∣Γ(x, y;µ)
∣∣ · |f(y)− f̃(y)|dy,

из которого следует неравенство

‖ϕ− ϕ̃‖C[a,b] 6
(
1 + |µ| ·N · (b− a)

)
· ‖f − f̃‖C[a,b] .

Для любого ε > 0 можно выбрать δ <
ε

1 + |µ| ·N · (b− a)
, и то-

гда из неравенства ‖f − f̃‖C[a,b] < δ будет следовать неравенство
‖ϕ− ϕ̃‖C[a,b] < ε.

Корректность задачи означает, что в случае задания приближённой
к f функции f̃ в качестве приближённого к ϕ решения можно брать
точное решение уравнения (6.35) с правой частью f̃ .�

Задачи, в которых надо найти следствия по вызывающим их при-
чинам, принято называть

”
прямыми“. Задачи, в которых по наблюда-

емым следствиям надо восстановить их причину, называют
”
обрат-

ными“. Обратные задачи часто оказываются некорректными. Мно-
гие из них формулируются как массовая проблема: решить уравнение
Aϕ = f для любой правой части f . Рассмотрим пример такой мас-
совой проблемы — интегральное уравнение 1–го рода с приближённо
заданной правой частью.

Замечание 6.8.
В примерах такого рода оператор A : Φ → Ψ часто оказывается

вполне непрерывным. Для вполне непрерывного оператора, действую-
щего в бесконечномерных пространствах, не существует непрерывного
обратного оператора (см. следствие 4.1). В этом случае задача реше-
ния уравнения Aϕ = f будет некорректной.�

Задачу решения интегрального уравнения Фредгольма 1–го рода

(
Aϕ
)
(x) =

b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), a 6 x 6 b, (6.36)

будем понимать в следующем смысле: для любой функции
f ∈ Ψ = C[a, b] требуется найти решение ϕ ∈ Φ = C[a, b].

Пусть заданное ядроK непрерывно в замкнутом квадрате S и имеет

непрерывные производные
∂K(x, y)

∂x
и
∂K(x, y)

∂y
в S. Тогда A : Φ→ Ψ.
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Задача (6.36) является некорректной в такой паре пространств. В са-
мом деле: решение уравнения (6.36) существует не для любой функ-
ции f ∈ C[a, b], поскольку RanA 6= C[a, b]. Чтобы убедиться в этом,
достаточно выбрать функцию f , непрерывную на [a, b], но не являю-
щуюся дифференцируемой на [a, b]. Для такой правой части уравне-
ние (6.36) не имеет непрерывного решения, поскольку при сделанных
предположениях о ядре K для любой непрерывной функции ϕ функ-
ция

(
Aϕ
)
(x) будет непрерывно дифференцируемой.

Покажем, что в задаче (6.36) нарушается требование непре-
рывной зависимости решения от правой части уравнения. Пусть(
Aϕ0

)
(x) = f0(x). Рассмотрим последовательность функций

ϕn(x) = ϕ0(x) + n · sin(n2x), n ∈ N. Эти функции являются решени-

ями уравнения (6.36) с правыми частями fn(x) =
b∫
a

K(x, y)ϕn(y)dy.

Интегрируя по частям, получаем

fn(x)−f0(x) =

b∫
a

K(x, y) · n · sin(n2y)dy =

= − K(x, y)
cos(n2y)

n

∣∣∣∣y=b

y=a

+

b∫
a

∂K(x, y)

∂y
· cos(n2y)

n
dy .

(6.37)

Введём обозначенияM = max
(x,y)∈S

|K(x, y)| иMy = max
(x,y)∈S

|∂K(x, y)

∂y
|. То-

гда из (6.37) следует неравенство

|fn(x)− f0(x)| 6
∣∣∣∣K(x, b)

cos(n2b)

n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣K(x, a)
cos(n2a)

n

∣∣∣∣+
+

b∫
a

∣∣∣∣∂K(x, y)

∂y
· cos(n2y)

n

∣∣∣∣ dy 6 2M

n
+
My · (b− a)

n
=

κ
n
,

где постоянная κ не зависит от x. Отсюда ‖fn−f0‖C[a,b] 6
κ
n
−→
n→+∞

0.

Но при этом ‖ϕn − ϕ0‖C[a,b] = max
a6x6b

|n · sin(n2x)| −→
n→+∞

+∞.

Единственность или неединственность решения уравнения (6.36)
определяется конкретным ядром K. Решение линейного уравнения
(6.36) будет единственным при любой правой части f ∈ Ψ в том
и только в том случае, если однородное уравнение

(
Aϕ
)
(x) ≡ 0 имеет

только решение ϕ(x) ≡ 0, т.е. если KerA = 0.
Задача 6.3.
Приведите примеры интегральных операторов A, для которых

KerA = 0; для некоторых KerA 6= 0.�
Допустим, что для некоторой функции f существует решение ϕ
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уравнения (6.36). Пусть эта функция нам неизвестна, а вместо неё
дано лишь некоторое её приближение f̃ , мало отличающееся от f (т.е.
величина ‖f − f̃‖Ψ мала). Тогда можно искать лишь приближённое к
ϕ решение ϕ̃. Но если функция f̃ получена из эксперимента, то она
может не быть гладкой, и тогда для этой f̃ непрерывного решения ϕ̃
не существует. Если же f̃ гладкая функция, и непрерывное решение
ϕ̃ существует, то оно может очень сильно отличаться от точного ре-
шения ϕ из–за неустойчивости (т.е. величина ‖ϕ − ϕ̃‖Φ может быть
велика). Наконец, в случае неединственности решения задача стано-
вится неопределённой.

Поскольку задача не является корректной, в качестве при-
ближённого к ϕ решения ϕ̃ нельзя стремиться найти точное решение
уравнения (6.36) с приближённо известной правой частью f̃ . Возни-
кает принципиальный вопрос: что надо понимать под приближённым
решением уравнения (6.36), если его правая часть известна лишь при-
ближённо?

Идея построения решений некорректных задач состоит в исполь-
зовании величины погрешности входной информации. Пусть вместо
точной правой части f в уравнении (6.36) мы имеем функцию f̃δ,
для которой ‖f − f̃δ‖Ψ 6 δ (величина δ предполагается известной).
А.Н. Тихонов∗ разработал методы решения некорректных задач на
основе понятия регуляризирующего оператора.

Определение 6.4.
Оператор R(f, α), зависящий от параметра α, называют регуляри-

зирующим для уравнения (6.36), если он обладает следующими свой-
ствами.

1◦. Оператор R(f, α) определен для любого значения α > 0 и для
любой функции f ∈ Ψ.

2◦. Если Aϕ = f , то существует такая функция α = α(δ), что для
любого числа ε > 0 найдётся такое число δ = δ(ε), что из неравенства
‖f − f̃δ‖Ψ 6 δ(ε) следует неравенство ‖ϕ−R

(
f̃δ, α(δ)

)
‖Φ 6 ε.�

В качестве приближённого решения уравнения (6.36) надо брать
функцию ϕα = R

(
f̃δ, α(δ)

)
, где значение параметра α = α(δ) согласо-

вано с точностью δ задания функции f̃δ. Такое решение ϕα называют
регуляризованным решением уравнения (6.36). Параметр α называют
параметром регуляризации.

Методы построения регуляризирующих операторов и методы вы-
бора параметра регуляризации изучаются в курсе обратных и некор-
ректно поставленных задач (см. [5,18]).

∗ Тихонов Андрей Николаевич (1906–1993) — советский математик.
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Глава 7.
Линейные интегральные уравнения 2–го рода со

слабой особенностью ядра.
7.1. Операторы со слабой особенностью в случае многих

независимых переменных.
Пусть Ω — замкнутая ограниченная область в Rl, l > 1, ~x ∈ Ω,

~y ∈ Ω. Вместо квадрата S в R2, который рассматривался в предыду-
щих главах, введём множество Ω×Ω ⊂ R2l. Пусть Q(~x, ~y) — заданная
на Ω×Ω ограниченная функция. Через |~x−~y| обозначим евклидово
расстояние между точками ~x и ~y в Rl. Ядро

K(~x, ~y) =
Q(~x, ~y)

|~x− ~y|α
, (7.1)

где α = const, 0 < α < l, называют ядром со слабой особенностью.
Будем опускать стрелочки в обозначениях векторов из Rl; так что

далее полагаем x ∈ Rl, y ∈ Rl. Ядро (7.1) задаёт линейный интеграль-
ный оператор (Aϕ)(x) =

∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy, действующий на функции ϕ

от l независимых скалярных переменных; интеграл здесь l–кратный,
а dy обозначает элемент объёма dΩ~y. Такой оператор называют опера-
тором со слабой особенностью.

В данной главе будем изучать линейные уравнения 2–го рода

ϕ(x)− µ ·
∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), x ∈ Ω ⊂ Rl , (7.2)

со слабой особенностью ядра K. Интеграл в (7.2) понимаем в смысле
Лебега. Напомним некоторые свойства интеграла Лебега.

Свойство 7.1.
Если функция G(x) интегрируема на множестве Ω, а функция F (x)

измерима на Ω, и почти всюду выполнено неравенство |F (x)| 6 G(x),
то и функция F (x) интегрируема на Ω, и справедливо неравенство∫
Ω

∣∣F (x)
∣∣dx 6 ∫

Ω

G(x)dx.�

Свойство 7.2.
Интегралы

∫
Ω

F (x)dx и
∫
Ω

|F (x)|dx существуют или не существуют

одновременно.�
Свойство 7.3 (теорема Фубини).
Если функция H(x, y), заданная в Ω × Ω, измерима, и существует

хотя бы один из повторных интегралов
∫
Ω

(∫
Ω

|H(x, y)|dy
)
dx <∞ или
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∫
Ω

(∫
Ω

|H(x, y)|dx
)
dy <∞, то функция H(x, y) интегрируема на Ω×Ω

(т.е. существует
”
двойной “ интеграл

∫
Ω×Ω

H(x, y)dx dy ).

Если функция H(x, y) интегрируема на Ω × Ω, то для почти всех
x ∈ Ω существует

∫
Ω

H(x, y)dy <∞, для почти всех y ∈ Ω существует∫
Ω

H(x, y)dx < ∞, оба эти интеграла интегрируемы (по x; по y) на Ω,

и справедливы равенства∫
Ω×Ω

H(x, y)dx dy =
∫
Ω

(∫
Ω

H(x, y)dy

)
dx =

∫
Ω

(∫
Ω

H(x, y)dx

)
dy.�

Замечание 7.1.
Если функция H(x, y) не является интегрируемой на Ω×Ω, то по-

вторные интегралы могут не существовать или не быть равными. Из
существования повторных интегралов и из их равенства ещё не следу-
ет интегрируемость функции H(x, y) на Ω× Ω.

Рассмотрите следующие примеры:

1◦. Ω = [0, 1], H(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2
, x ∈ Ω, y ∈ Ω;

2◦. Ω = [−1, 1], H(x, y) =
xy

(x2 + y2)2
, x ∈ Ω, y ∈ Ω.�

Свойство 7.4.
Произведение двух функций F (x) и G(x), принадлежащих L2(Ω),

есть функция, интегрируемая на множестве Ω в смысле Лебега.
Доказательство вытекает из неравенства∣∣F (x)G(x)

∣∣ 6 1

2

((
F (x)

)2
+
(
G(x)

)2
)
и свойств интеграла Лебега.�

Свойство 7.5.
Если функция F ∈ L2(Ω), и мера множества Ω конечна, то функция

F интегрируема по Лебегу на Ω (т.е.F ∈ L1(Ω) ).
Доказательство вытекает из свойства 7.4, если положить

G(x) ≡ 1.�
Утверждение 7.1.

Если 0 < α <
l

2
, то ядро со слабой особенностью является фред-

гольмовым и удовлетворяет условию

sup
x∈Ω

∫
Ω

∣∣K(x, y)
∣∣2dy <∞. (7.3)

Доказательство.
Пусть |Q(x, y)| 6M = const всюду в Ω × Ω. Тогда для любой

точки x ∈ Ω выполнено неравенство
∫
Ω

|K(x, y)|2dy =
∫
Ω

|Q(x, y)|2

|x− y|2α
dy 6
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6M2 ·
∫
Ω

dy

|x− y|2α
. Обозначим через ∆ диаметр области

Ω : ∆ = sup
x∈Ω, y∈Ω

|x− y|. Для любой точки x ∈ Ω замкнутая огра-

ниченная область Ω принадлежит шару радиуса ∆ с центром в
x : Ω ⊂ {y ∈ Rl

∣∣ |x− y| 6 ∆}. Фиксируем точку x ∈ Ω и введём в
Rl сферические координаты с центром в x. Пусть σ — сфера в Rl

радиуса 1 с центром в x : σ = {y ∈ Rl
∣∣ |x− y| = 1}, |σ| = 2π

l
2

Γ
( l

2

) —

площадь её поверхности, dσ — элемент площади её поверхности. Тогда
имеем выражение в сферической системе координат для элемента
объёма в Rl : dy = dΩ~y = rl−1dr dσ, где r = |x− y|. Получаем оценку
интеграла:∫
Ω

dy

|x− y|2α
6
∫

r6∆

dy

r2α
=
∫

r6∆

rl−1dr dσ

r2α
=
∫
σ

dσ
∆∫
0

rl−1−2αdr =

=
|σ| ·∆l−2α

l − 2α
= C(2α) = const.

Отсюда
∫
Ω

|K(x, y|2dy 6M2 ·C(2α) = const, т.е. ядро K удовлетворяет

условию (7.3).
Постоянная функция G(x) = sup

x∈Ω

∫
Ω

|K(x, y)|2dy = const инте-

грируема на ограниченной области Ω ⊂ Rl, имеющей конеч-
ную меру Лебега (

”
объём“). Поэтому по свойству 7.1 функция

F (x) =
∫
Ω

|K(x, y)|2dy интегрируема на Ω, т.е. существует повторный

интеграл
∫
Ω

(∫
Ω

|K(x, y)|2dy
)
dx. По теореме Фубини существует

”
двой-

ной“ интеграл
∫

Ω×Ω

|K(x, y)|2dx dy <∞, т.е. ядро K фредгольмово.�

Замечание 7.2.
В примере 1.8 было показано, что при l = 1 ядро со слабой особен-

ностью является фредгольмовым. А условие (7.3) при l = 1 исполь-
зовано в теореме 2.6.�

Утверждение 7.2.
Пусть K(x, y) — ядро со слабой особенностью, задающее оператор(

Aϕ
)
(x) =

∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy. Если функция ϕ ∈ L2(Ω), то и функция

Aϕ ∈ L2(Ω). Тем самым оператор A можно рассматривать как дей-
ствующий из L2(Ω) в L2(Ω). Этот оператор ограничен.

Доказательство.
Сохраним обозначения из доказательства утверждения 7.1. Фикси-

руем произвольную точку y ∈ Ω; тогда, повторяя рассуждения утвер-
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ждения 7.1, получаем∫
Ω

dx

|x− y|α
6
∫

r6∆

dx

rα
= C(α) =

|σ| ·∆l−α

l − α
= const. Отсюда вытекает

существование следующего повторного интеграла, если ϕ ∈ L2(Ω):∫
Ω

∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dx

 dy =

∫
Ω

|ϕ(y)|2 ·

∫
Ω

dx

|x− y|α

 dy 6

6 C(α) · ‖ϕ‖2L2(Ω) .

(7.4)

Тогда по теореме Фубини функция
|ϕ(y)|2

|x− y|α
интегрируема на Ω × Ω,

для почти всех x ∈ Ω существует
∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy, и этот интеграл инте-

грируем по x на Ω.
Докажем, что при почти всех x ∈ Ω функция K(x, y) · ϕ(y) интегри-

руема по y на множестве Ω. Это следует из свойства 7.1. Действитель-

но:
∣∣K(x, y)ϕ(y)

∣∣ =
|Q(x, y)| · |ϕ(y)|
|x− y|α

6M · |ϕ(y)|
|x− y|α/2

· 1

|x− y|α/2
6

6
M

2
·
(
|ϕ(y)|2

|x− y|α
+

1

|x− y|α

)
, т.к. a · b 6 1

2
(a2 + b2). Для почти

всех x ∈ Ω существует
∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy, и для всех x ∈ Ω существует∫

Ω

dy

|x− y|α
. По свойству 7.1 функция K(x, y) · ϕ(y) интегрируема по y

на Ω (при почти всех x ∈ Ω). Таким образом, если ϕ ∈ L2(Ω), то для
почти всех x ∈ Ω определена функция

(
Aϕ
)
(x).

Докажем, что Aϕ ∈ L2(Ω).

∣∣(Aϕ)(x)
∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

Q(x, y)

|x− y|α
· ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

6

6M2 ·

∫
Ω

|ϕ(y)|
|x− y|α/2

· 1

|x− y|α/2
dy

2

6

6M2 ·
∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy ·
∫
Ω

dy

|x− y|α
6M2 · C(α) ·

∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy

(7.5)

— по неравенству Коши–Буняковского для функции
|ϕ(y)|
|x− y|α/2

∈ L2(Ω) и функции
1

|x− y|α/2
∈ L2(Ω) переменной y (при
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фиксированном x). Как было доказано выше, интеграл
∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy

интегрируем по x на Ω; поэтому по свойству 7.1 из неравенства (7.5)
вытекает интегрируемость функции

∣∣(Aϕ)(x)
∣∣2 на множестве Ω, т.е.

Aϕ ∈ L2(Ω).
Докажем, что оператор A со слабой особенно-

стью ограничен. Для этого проинтегрируем по Ω ле-
вую и правую части неравенства (7.5) и учтём, что∫
Ω

(∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy

)
dx=

∫
Ω

(∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dx

)
dy6C(α) · ‖ϕ‖2L2(Ω) согласно

неравенству (7.4). Извлекая квадратный корень, получаем неравен-
ство

‖Aϕ‖L2(Ω) 6M · C(α) · ‖ϕ‖L2(Ω) , (7.6)

т.е. оператор A ограничен.�
Следствие 7.1.
Из (7.6) вытекает оценка нормы оператора A со слабой особенно-

стью: ‖A‖ 6 M · |σ|∆l−α

l − α
.�

Утверждение 7.3.
Если область интегрирования Ω ограничена, то интегральный опе-

ратор со слабой особенностью, действующий из L2(Ω) в L2(Ω), не толь-
ко ограничен, но и вполне непрерывен.�

Обоснование утверждения 7.3 требует привлечения некоторых фак-
тов, доказательство которых даётся в курсе функционального анализа.
Сформулируем их в виде следующих трёх лемм.

Пусть Φ и Ψ — линейные нормированные пространства, A и B —
линейные операторы, действующие из Φ в Ψ. Суммой A+B называют
оператор с областью определения Dom(A + B) = DomA ∩ DomB,
заданный формулой (A+B)ϕ = Aϕ+Bϕ для всех ϕ ∈ Dom(A+B).

Лемма 7.1.
Пусть Φ и Ψ — линейные нормированные пространства, ли-

нейные операторы A и B действуют из Φ в Ψ и ограничены
(A,B ∈ L (Φ → Ψ); см. раздел 4.1). Тогда и оператор A + B огра-
ничен, причём ‖A+B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖.

Доказательство.
Для любого элемента ϕ ∈ Dom(A + B) выполнено неравенство

‖(A+B)ϕ‖Ψ =‖Aϕ+Bϕ‖Ψ 6‖Aϕ‖Ψ+‖Bϕ‖Ψ 6‖A‖·‖ϕ‖Φ+‖B‖·‖ϕ‖Φ =
=
(
‖A‖+ ‖B‖

)
· ‖ϕ‖Φ.�

Если линейные пространства Φ и Ψ заданы над полем чисел P, а
оператор A ∈ L (Φ → Ψ), то можно определить произведение αA
оператора A на число α ∈ P по правилу (αA)ϕ = α · (Aϕ) для всех
ϕ ∈ Φ.
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По лемме 7.1 операция A + B не выводит из класса ограниченных
линейных операторов; операция αA также не выводит из этого класса
(см. определение 4.5). Тем самым множество L (Φ → Ψ) является
линейным пространством над полем P. Это пространство нормировано
(определение ‖A‖ см. в разделе4.1).

Лемма 7.2.
Пусть {Bn}— последовательность линейных вполне непрерыв-

ных операторов, действующих из нормированного пространства Φ
в банахово пространство Ψ. Если существует такой оператор
A ∈ L (Φ → Ψ), что ‖A − Bn‖ −→

n→+∞
0, то оператор A вполне непре-

рывен.
Доказательство проводится в курсе функционального анализа.�
Лемма 7.3.
Пусть Ω — замкнутая ограниченная область в Rl. Пусть

ядро L(x, y) определено на Ω × Ω и является фредгольмо-
вым: P 2 =

∫
Ω×Ω

|L(x, y)|2dx dy <∞. Тогда интегральный оператор(
Bϕ
)
(x) =

∫
Ω

L(x, y)ϕ(y)dy можно рассматривать как действующий

из L2(Ω) в L2(Ω). Этот оператор вполне непрерывен, его норма удо-
влетворяет неравенству ‖B‖ 6 P .

Доказательство аналогично случаю, когда Ω = [a, b] ⊂ R1. Ср. с
замечанием 4.1 и примером 4.4. Как и в случае замечания 4.1, ограни-
чимся здесь лишь формулировкой леммы.�

Доказательство утверждения 7.3.
Пусть ядро K имеет вид (7.1). Сохраним обозначения из утвержде-

ния 7.1. Зададим число δ > 0 и положим K(x, y) = L(x, y) + N(x, y),
где ядра L и N определены на Ω× Ω следующим образом:

L(x, y) =

{
K(x, y), если |x− y| > δ,

0, если |x− y| < δ;

N(x, y) =

{
0, если |x− y| > δ,

K(x, y), если |x− y| < δ.

Обозначим через A, B, J интегральные операторы с ядрами K, L, N
соответственно; A = B + J .

Выберем произвольное число ε > 0 и докажем, что найдётся такое
число δ = δ(ε) > 0, что ‖J ‖ < ε. Имеем неравенство

∣∣(Jϕ)(x)
∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|x−y|<δ

Q(x, y)

|x− y|α
· ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣
2

6M2·

 ∫
|x−y|<δ

|ϕ(y)|
|x− y|α

dy


2

,

где ϕ ∈ L2(Ω). Воспользуемся неравенством Коши-Буняковского для

функции
|ϕ(y)|
|x− y|α/2

∈ L2(Ω) и функции
1

|x− y|α/2
∈ L2(Ω) перемен-
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ной y при фиксированном x (см. доказательство утверждения 7.2);
учтём при этом следующее свойство интеграла Лебега: если функция
интегрируема на Ω, то она интегрируема на любом измеримом подмно-
жестве множества Ω, например, на множестве {y ∈ Ω

∣∣|x−y| < δ}. По-

этому

( ∫
|x−y|<δ

|ϕ(y)|
|x− y|α

dy

)2

=

( ∫
|x−y|<δ

|ϕ(y)|
|x− y|α/2

· 1

|x− y|α/2
dy

)2

6

6

( ∫
|x−y|<δ

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy

)
·

( ∫
|x−y|<δ

dy

|x− y|α

)
.

Последний интеграл был вычислен в доказательстве утверждения 7.1:∫
|x−y|<δ

dy

|x− y|α
=
|σ| · δl−α

l − α
= γ(δ) = const.

Учтём, что
∫

|x−y|<δ

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy 6

∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy; тогда имеем оценку

∣∣(Jϕ)(x)
∣∣2 6 M2 · γ(δ) ·

∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy. Проинтегрируем последнее

неравенство по Ω:
∫
Ω

∣∣(Jϕ)(x)
∣∣2dx 6 M2 · γ(δ) ·

∫
Ω

(∫
Ω

|ϕ(y)|2

|x− y|α
dy
)
dx.

Для повторного интеграла в правой части полученного неравенства
применим теорему Фубини и неравенство (7.4). Извлекая квадратный
корень, получаем неравенство

‖Jϕ‖L2(Ω) 6
M · |σ| · (δ ·∆)

l−α
2

l − α
· ‖ϕ‖L2(Ω)

для всех ϕ ∈ L2(Ω). Поэтому оператор J ограничен, и

‖J ‖ 6 M · |σ| · (δ∆)
l−α

2

l − α
< ε (7.7)

при достаточно малом δ = δ(ε).
При фиксированном δ ядро L(x, y) ограничено на Ω × Ω. То-

гда по свойству 7.1 и в силу ограниченности множества Ω имеем∫
Ω×Ω

|L(x, y)|2dx dy <∞, т.е. оператор B фредгольмов.

Выберем произвольную последовательность {εn} положительных
чисел, сходящуюся к нулю. При каждом n ∈ N выберем δn = δn(εn),
удовлетворяющее неравенству (7.7). Полагая δ = δn, построим ядра
Ln(x, y) и Nn(x, y), а следовательно, и интегральные операторы Bn и
Jn. При всех n имеем K = Ln + Nn, A = Bn + Jn, где оператор Bn
фредгольмов, а ‖Jn‖ < εn. По лемме 7.3 все операторы Bn вполне
непрерывны. Поскольку ‖A− Bn‖ = ‖Jn‖ < εn −→

n→+∞
0, по лемме 7.2

оператор A вполне непрерывен (пространство Ψ = L2(Ω) полное).�
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Для интегрального оператора A со слабой особенностью
существует сопряжённый оператор A∗, определённый ядром

K∗(x, y) = K(y, x) =
Q(x, y)

|x− y|α
. В этом можно убедиться, повторяя

рассуждения раздела 2.1, проведённые для случая Ω = [a, b] ⊂ R1.
Надо только для произвольных функций ϕ, ψ ∈ L2(Ω) обосно-
вать возможность изменения порядка интегрирования в повторном
интеграле:∫

Ω

∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy

ψ(x)dx =

∫
Ω

∫
Ω

K(x, y)ψ(x)dx

ϕ(y)dy.

(7.8)
Чтобы применить теорему Фубини, докажем существование интеграла∫
Ω

∫
Ω

|K(x, y)ϕ(y)| · |ψ(x)|dy

 dx=

∫
Ω

∫
Ω

|K(x, y)ϕ(y)|dy

·|ψ(x)|dx .

(7.9)
Как в доказательстве утверждения 7.2, использующем неравенство
(7.5), получаем, что функция переменной x, заданная интегралом∫

Ω

|K(x, y)ϕ(y)|dy, принадлежит L2(Ω). Функция |ψ(x)| ∈ L2(Ω). По

свойству 7.4 существует конечный интеграл (7.9), и по теореме Фуби-
ни справедливо равенство (7.8).

Следствие 7.2.
Если оператор со слабой особенностью A 6= 0 и является самосо-

пряжённым (т.е. в (7.1) Q(x, y) = Q(y, x) 6≡ 0), то он имеет хотя бы
одно характеристическое значение.

Доказательство вытекает из утверждения 7.3 и теоремы 4.3.�

7.2. Оценка ядра произведения двух операторов со сла-
бой особенностью. Ограниченность итерированных
ядер, начиная с некоторого номера.

Пусть по–прежнему Ω — замкнутая ограниченная область в Rl.
Пусть на множестве Ω× Ω заданы ядра со слабыми особенностями:

K(x, y) =
Q(x, y)

|x− y|α
, |Q(x, y)| 6M = const, 0 6 α < l, (7.10)

L(x, y) =
U(x, y)

|x− y|β
, |U(x, y)| 6 N = const, 0 6 β < l . (7.11)

Ядра K и L определяют интегральные операторы(
Aϕ
)
(x) =

∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy и
(
Bϕ
)
(x) =

∫
Ω

L(x, y)ϕ(y)dy. По утвер-

ждениям 7.2 и 7.3 операторы A и B действуют из L2(Ω) в L2(Ω),
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ограничены и, более того, вполне непрерывны. Тогда определён
оператор AB, действующий из L2(Ω) в L2(Ω), который также
вполне непрерывен и имеет норму ‖AB‖ 6 ‖A‖ · ‖B‖. Оператор
AB интегральный, определён ядром V (x, y) =

∫
Ω

K(x, t)L(t, y)dt.

Действительно:

(
ABϕ

)
(x) =

(
A(Bϕ)

)
(x) =

∫
Ω

K(x, t)

∫
Ω

L(t, y)ϕ(y)dy

dt=
=

∫
Ω

∫
Ω

K(x, t)L(t, y)dt

ϕ(y)dy.

(7.12)

Здесь в обосновании нуждается только последнее равенство. По утвер-
ждению 7.2, если ϕ ∈ L2(Ω), то и функция Bϕ ∈ L2(Ω). Как доказано
в том же утверждении 7.2, функция |K(x, t)

(
Bϕ
)
(t)| интегрируема по

t на Ω при почти всех x ∈ Ω. Поскольку при почти всех x существует

конечный интеграл
∫
Ω

∣∣∣∣K(x, t)
(∫

Ω

L(t, y)ϕ(y)dy
)∣∣∣∣ dt, то по теореме Фу-

бини при почти всех x справедливо равенство (7.12).
Представляет интерес оценка сверху для выражения |V (x, y)| через

|x − y|−1 при x 6= y. Такая оценка должна зависеть от соотношения
между α + β и размерностью l. Зная эту оценку, можно установить
важные свойства итерированных ядер Kn ядра K. Из свойств опера-
тора A ясно, что при любом n ∈ N оператор An действует из L2(Ω)
в L2(Ω), вполне непрерывен и имеет норму ‖An‖ 6 ‖A‖n. Оператор
An интегральный, определён ядром Kn(x, y). Ниже будет показано,

что заведомо для всех номеров n >
l

2(l − α)
ядра Kn фредгольмовы

и удовлетворяют условию (7.3); заведомо для всех n >
l

l − α
ядра

Kn ограничены (а потому и являются фредгольмовыми, т.к. Ω — мно-

жество конечной меры Лебега); для n <
l

l − α
ядра Kn могут иметь

слабую особенность при x = y; если n =
l

l − α
∈ N, то ядро Kn может

иметь лишь логарифмическую особенность при x = y.
Рассмотрим заодно и ядра, имеющие логарифмическую особен-

ность; т. е. наряду с (7.10) и (7.11) будем допускать ядра

K(x, y) = Q(x, y) · ln 1

|x− y|
, |Q(x, y)| 6M = const, (7.13)

L(x, y) = U(x, y) · ln 1

|x− y|
, |U(x, y)| 6 N = cont . (7.14)
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Поскольку ln
1

|x− y|
<

1

|x− y|α
при любом α > 0, то по утвержде-

нию 7.1 ядра (7.13) и (7.14) фредгольмовы (ср. с примером 1.4). По
лемме 7.3 определяемые ими интегральные операторы A и B вполне
непрерывны как действующие из L2(Ω) в L2(Ω).

Лемма 7.4.
Пусть ядра K и L определены формулами (7.10) и (7.11). При

x 6= y справедлива оценка

|V (x, y)| 6


c1 , если α + β < l;

c2 ln
1

|x− y|
+ c3 , если α + β = l;

c4
|x− y|α+β−l , если α + β > l .

(7.15)

Здесь ci — некоторые не зависящие от x и y положительные постоян-
ные.

Доказательство.
Пусть фиксированы x, y ∈ Ω, x 6= y. Нас интересует оценка

ядра V (x, y) при малых |x − y|. Чтобы установить такую оценку,
проведём сначала некоторые рассуждения геометрического харак-
тера. Выберем в Rl новую декартову систему координат z1, · · · , zl:
поместим начало координат в точку x и проведём ось z1 через точку
y так, чтобы направление от x к y было положительным. Тогда в
новой системе координат x = (0, · · · , 0), y = (|x − y|, 0, · · · , 0). Пусть
точка t = (z1, · · · , zl) пробегает в Rl шар с центром в x радиуса ∆
(∆ — диаметр области Ω); область Ω целиком принадлежит этому
шару. Для удобства дальнейших оценок изменим масштаб по всем
координатным осям zj: положим zj = |x−y| ·wj, j = 1, . . . , l; этим вве-
дена система координат w1, · · · , wl. В этой системе координат точка t

пробегает шар радиуса
∆

|x− y|
. Введём обозначение r =

( l∑
j=1

w2
j

)1/2
.

Тогда dt = dz1 · · · dzl = |x− y|l · dw1 . . . dwl, |x− t| = |x− y| · r,

|t− y| = |x− y| ·
(

(w1 − 1)2 +
l∑

j=2
w2
j

)1/2
= |x− y| · (r2 − 2w1 + 1)1/2.

Поскольку w1 6 r, имеем r2 − 2w1 + 1 > (r − 1)2. Легко прове-

рить, что при r > 2 справедливо неравенство (r − 1)2 >
r2

4
. Дей-

ствительно: (r − 1)2 − r2

4
=

1

4
(3r − 2)(r − 2) > 0 при r > 2. Так как

|x− y| мало, можно считать, что
∆

|x− y|
> 2. Шар, содержа-

щий Ω, представим в виде объединения шара и шарового слоя:
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{0 6 r 6
∆

|x− y|
} = {0 6 r 6 2} ∪ {2 < r 6

∆

|x− y|
}. Перейдём от си-

стемы координат w1, . . . , wl к сферической системе координат в Rl с
центром в точке x (см. утверждение 7.1). Тогда dw1 . . . dwl = rl−1drdσ.
Теперь оценим ядро V .

|V (x, y)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

K(x, t)L(t, y)dt

∣∣∣∣∣∣ 6
6MN ·

∫
Ω

dt

|x− t|α · |t− y|β
6MN ·

∫
|x−t|6∆

dt

|x− t|α · |t− y|β
.

(7.16)

Переходя к указанной выше сферической системе координат, получим
оценку интеграла в (7.16):∫
|x−t|6∆

dt

|x− t|α · |t− y|β
6

6
|σ|

|x− y|α+β−l ·


2∫

0

rl−1−α · dr
(r2 − 2w1 + 1)β/2

+

∆
|x−y|∫
2

rl−1−α · dr(r2

4

)β/2
.

Первый интеграл в квадратных скобках является некоторой по-
стоянной q > 0, не зависящей от |x − y|. (q не зависит ни
от x, ни от y, ни от выбора декартовой системы координат
w1, . . . , wl, т.к. точка t пробегает сейчас шар радиуса 2 с цен-
тром в начале координат, и w1 — её первая координата.) Вычис-

лим второй интеграл: 2β

∆
|x−y|∫
2

rl−1−α−β · dr = 2β · I. При α + β 6= l име-

ем I =
1

l − α− β
·
(( ∆

|x− y|

)l−α−β
− 2l−α−β

)
. При α + β = l имеем

I = ln
∆

|x− y|
− ln 2.

Если α + β < l, то, учитывая I <
1

l − α− β
·
( ∆

|x− y|

)l−α−β
, полу-

чаем оценку

|V (x, y)| 6MN · |σ| ·
[
q · |x− y|l−α−β +

2β ·∆l−α−β

l − α− β

]
6

6MN · |σ| ·
[
q +

2β

l − α− β
·∆l−α−β = c1, т.к. |x− y| = ∆.

Если α + β = l, то получаем оценку

|V (x, y)| 6MN · |σ| ·
[
q + 2β · ln ∆

2|x− y|

]
= c2 ln

1

|x− y|
+ c3.
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Если α + β > l, то учтём, что I <
+∞∫
2

dr

rα+β+1−l =
2l−α−β

α + β − l
. Тогда

получаем оценку |V (x, y)| 6MN · |σ| · 1

|x− y|α+β−l ·
[
q +

2l−α

α + β − l

]
=

=
c4

|x− y|α+β−l .�

Задача 7.1.
Пусть в формулах (7.10) и (7.11) параметры α = β = 0, т.е. ядра

K и L ограничены. Найдите постоянную, мажорирующую выражение
|V (x, y)|.�

Задача 7.2.
Пусть в формуле (7.10) 0 < α < l, а в формуле (7.11) β = 0, т.е.

ядро L ограничено. Докажите, что ядро V (x, y) ограничено и найдите
постоянную, мажорирующую выражение |V (x, y)|.�

Задача 7.3.
Пусть ядро K задано формулой (7.10), а ядро L допускает оценку

|L(x, y)| 6 c2 ln
1

|x− y|
+ c3, где c2 и c3 — положительные постоянные.

Докажите, что ядро V (x, y) ограничено.
Задача 7.4.

Пусть ядро K допускает оценку |K(x, y)| 6 c2 ln
1

|x− y|
+ c3, а ядро

L допускает оценку |L(x, y)| 6 c̃2 ln
1

|x− y|
+ c̃3. Докажите, что ядро

V (x, y) ограничено.�
Утверждение 7.4.
Пусть ядро K(x, y) определено формулой (7.10). Тогда при x 6= y

справедлива оценка его итерированных ядер:

|Kn(x, y)| 6



c
(n)
1 , если nα− (n− 1)l < 0,

т.е. n >
l

l − α
;

c
(n)
2 ln

1

|x− y|
+ c

(n)
3 , если nα− (n− 1)l = 0,

т.е. n =
l

l − α
∈ N;

c
(n)
4

|x− y|nα−(n−1)l
, если nα− (n− 1)l > 0,

т.е. n <
l

l − α
.

(7.17)

Здесь c(n)
i — некоторые не зависящие от x и y положительные посто-

янные.
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При nα− (n−1)l <
l

2
, т.е. n >

l

2(l − α)
, все ядра Kn фредгольмовы

и удовлетворяют условию (7.3).
Доказательство.
Напомним, что Kn+1(x, y) =

∫
Ω

K1(x, t)Kn(t, y)dt для всех n ∈ N(см.

утверждение2.2).
Если в формуле (7.10) параметр α = 0, т.е. ядро K ограничено,

то и все ядра Kn ограничены: |Kn(x, y)| 6 Mn|Ω|n−1, где |Ω| —
”
объ-

ём“области Ω. Пусть далее 0 < α < l.
Рассмотрим случай такого значения α, что для всех n ∈ N выпол-

нено α 6= n− 1

n
· l, т.е. n 6= l

l − α
для всех n ∈ N. Это условие означает

также, что для всех n выполнено α 6= n

n+ 1
· l, т.е. n 6= α

l − α
для всех

n. Доказательство проведём индукцией по n, применяя лемму 7.4. При
n = 2 в оценке (7.15) надо положить β = α. Тогда (7.15) означает

|K2(x, y)| 6


c
(2)
1 , если 2α < l;

c
(2)
4

|x− y|2α−l
, если 2α > l;

т.е. при n = 2 оценка (7.17) выполнена. Пусть оценка (7.17) выпол-
нена для номера n. Докажем, что тогда она выполнена и для номера

n + 1. Если n >
l

l − α
, то |Kn(x, y)| 6 c

(n)
1 , т.е. для ядра Kn параметр

β = 0. Поэтому и для ядра Kn+1 имеем оценку |Kn+1(x, y)| 6 c
(n+1)
1

(см. задачу 7.2). Случай n =
l

l − α
сейчас исключён исходным пред-

положением α 6= n− 1

n
· l. Если n < l

l − α
, то оценка ядра Kn имеет

слабую особенность, определяемую параметром β = nα − (n − 1)l.

Сравним α + β с размерностью l. Если
α

l − α
< n <

l

l − α
, то

α+ β = (n+ 1)α− (n− 1)l < l (проверьте!). Поэтому, согласно (7.15),
для ядра Kn+1 имеем оценку |Kn+1(x, y)| 6 c

(n+1)
1 . Если же n <

α

l − α
,

то α + β > l. Тогда, согласно (7.15), для ядра Kn+1 имеем оценку

|Kn+1(x, y)| 6
c
(n+1)
4

|x− y|α+β−l , где α+β−l = (n+1)α−((n+1)−1)l. Нако-

нец, случай n =
α

l − α
∈ N исключён исходным условием α 6= n

n+ 1
· l

для всех n ∈ N.
Теперь рассмотрим случай такого значения α, что для некоторо-
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го n0 ∈ N выполнено α =
n0

n0 + 1
· l, т.е. n0 =

α

l − α
. В этом случае

n0 + 1 =
l

l − α
. Поскольку n0 > 1, то α >

l

2
. Пусть, например, α =

l

2
;

тогда n0 = 1. При n = 2 в оценке (7.15) надо положить β = α =
l

2
, и

тогда (7.15) означает |K2(x, y)| = c
(2)
2 ln

1

|x− y|
+ c

(2)
3 , т.к. α + β = l.

Ядро K3 в случае α =
l

2
будет уже ограниченным (см. задачу 7.3),

а вместе с ним ограниченными будут и все ядра Kn, n > 3 (см. за-

дачу 7.2). В случае α =
n0

n0 + 1
· l > l

2
будем иметь n0 > 1. Тогда

при 1 6 n 6 n0 выполнено неравенство (n + 1)α − ((n + 1) − 1)l > 0
(проверьте!), из которого следует nα − (n − 1)l > l − α > 0. При

n = n0 + 1 =
l

l − α
выполнено равенство nα − (n − 1)l = 0. А если

n > n0 + 1, то nα − (n − 1)l < 0. Ядро K1, определённое форму-
лой (7.10) с указанным значением α, имеет слабую особенность. По
индукции доказывается, что для ядер Kn при 1 < n 6 n0 справедли-

ва оценка |Kn(x, y)| 6
c
(n)
4

|x− y|nα−(n−1)l
. Для ядра Kn0+1 справедлива

оценка |Kn0+1(x, y)| 6 c
(n0+1)
2 ln

1

|x− y|
+ c

(n0+1)
3 . При n > n0 + 1 все

ядра Kn ограничены.
Осталось заметить, что при любом 0 6 α < l для номеров

n >
l

2(l − α)
выполнено неравенство γ = nα − (n− 1)l <

l

2
(проверь-

те!). Если при этом ядро Kn допускает оценку |Kn(x, y)| 6
c
(n)
4

|x− y|γ
,

где 0 < γ <
l

2
, то по утверждению 7.1 такое ядро фредгольмово и

удовлетворяет условию (7.3); в этот случай включается и ядро с лога-
рифмической особенностью. А если ядро Kn ограничено, то оно фред-
гольмово и удовлетворяет условию (7.3), т.к. |Ω| <∞.�

7.3. Справедливость теорем Фредгольма для уравнений
со слабой особенностью.

По–прежнему считаем, что Ω — замкнутая ограниченная область в
Rl. Будем искать решения уравнений со слабой особенностью в L2(Ω).

Докажем, что для уравнения (7.2) со слабой особенностью в ядре
оператора A выполнены теоремы Фредгольма 2.1 — 2.4. Для этого
сначала рассмотрим операторный многочлен от A специального вида.
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Пусть n ∈ N; введём обозначение ζ = e
2πi
n = cos

2π

n
+ i · sin 2π

n
.

Комплексное число ζ является корнем степени n из единицы. Оно об-
ладает очевидным свойством: ζ−m = ζn−m при m ∈ N, 1 6 m 6 n− 1
(проверьте!). Многочлен zn− 1 (z — комплексная переменнная) имеет
в поле C ровно n различных корней, которые представляют собой сте-
пени этого числа: 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1. Следовательно, справедливо раз-
ложение на множители: zn − 1 = (z − 1)(z − ζ)(z − ζ2) . . . (z − ζn−1).
Тогда

1− zn = (1− ζ · z)(1− ζ2 · z) . . . (1− ζn−1 · z)(1− z) . (7.18)

Действительно:
1− zn = (1− z)(1− ζ−1 · z)(1− ζ−2 · z) . . . (1− ζ−n+1 · z)(−1)n−1ζ

n(n−1)

2 ,
ζ
n(n−1)

2 = (−1)n−1. Наряду с (7.18) используем очевидное тождество

1− zn = (1 + z + z2 + . . .+ zn−1)(1− z) . (7.19)

Заменим в тождествах (7.18) и (7.19) единицу на единичный опера-
тор E, а комплексную переменную z на оператор µA (параметр µ ∈ C).
Тогда приходим к следующей лемме.

Лемма 7.5.
Пусть n — фиксированное натуральное число. Пусть A — линейный

оператор, действующий из линейного пространства Φ в Φ, для кото-
рого определены все его степени Am, m ∈ N, 1 6 m 6 n. Пусть µ ∈ C.
Тогда справедливы следующие операторные тождества:

E − µnAn = (E + µA+ µ2A2 + . . .+ µn−1An−1)(E − µA) =

= (E − ζ · µA)(E − ζ2 · µA) . . . (E − ζn−1 · µA)(E − µA).
(7.20)

Порядок сомножителей в (7.20) не имеет значения.�
Замечание 7.3.
По утверждению 7.2 оператор A со слабой особенностью действует

из L2(Ω) в L2(Ω), поэтому определены его степени Am, m ∈ N.�
Уравнение (7.2) со слабой особенностью имеет вид

(E − µA)ϕ = f . Применим к обеим его частям оператор
B = E + µA + µ2A2 + . . . + µn−1An−1. Тогда по лемме 7.5 по-
лучим уравнение

(E − µnAn)ϕ = Bf. (7.21)
Если f ∈ L2(Ω), то и Bf ∈ L2(Ω). Оператор An интегральный, за-
дан итерированным ядром Kn(x, y) оператора A. Выберем номер n из
условия

n >
l

l − α
, (7.22)

Тогда по утверждению 7.4 ядро Kn ограничено, и оператор An фред-
гольмов, т.к. Ω — ограниченная область (согласно утверждению 7.4
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достаточно выбрать n >
l

2(l − α)
). В таком случае уравнение (7.21)

фредгольмово, и для него выполнены теоремы 2.1 – 2.4 (см. замеча-
ние 2.28). Всякое решение уравнения (7.2) удовлетворяет уравнению
(7.21). Однако, если функция ϕ удовлетворяет уравнению (7.21), то
из этого ещё не следует, что ϕ будет решением уравнения (7.2). До-
кажем, что можно выбрать число n так, чтобы выполнялось (7.22),
и чтобы уравнения (7.2) и (7.21) были равносильными. Для такого
n всякое решение уравнения (7.21) будет удовлетворять уравнению
(7.2). В доказательстве существенно используем теорему 2.1, которая
справедлива для оператора A со слабой особенностью.

Теорема 7.1 (аналог теоремы 2.1).
В любой ограниченной области комплексной µ–плоскости содер-

жится не более чем конечное множество характеристических чисел
оператора A со слабой особенностью.

Доказательство.
Пусть в уравнении (7.2) свободный член f = 0:

(E − µA)
◦
ϕ = 0 . (7.23)

Пусть n выбрано из условия (7.22). Применяя к обеим частям урав-
нения (7.23) оператор B, получим однородное уравнение Фредгольма

(E − µnAn)
◦
ϕ = 0. (7.24)

Если для оператора A число µ является характеристическим, и ему
отвечает собственная функция

◦
ϕ, то функция

◦
ϕ удовлетворяет и урав-

нению (7.24), т.е. число µn будет характеристическим для оператора
An (ср. с утверждением 2.4).

В комплексной µ–плоскости рассмотрим круг |µ| 6 R, где R —
произвольное фиксированное число. По теореме 2.1 для фредгольмо-
ва оператора An в круге радиуса Rn с центром в нуле имеется лишь
конечное число характеристических чисел оператора An. Тогда в кру-
ге |µ| 6 R оператор A имеет лишь конечное число характеристических
чисел.�

Теперь фиксируем произвольное значение µ ∈ C и докажем, что
число n, удовлетворяющее неравенству (7.22), можно выбрать так,
что ни одно из чисел ζ·µ, ζ2·µ, . . . , ζn−1·µ не будет характеристическим
значением оператора A. Предположим противное. Обозначим через

p1, p2, . . . простые числа, большие, чем
l

l − α
. Пусть ζj = exp

{
2πi

pj

}
.

По предположению для любого номера j найдётся такое числоmj ∈ N,
1 6 mj < pj, что при данном µ число ζmj

j · µ будет характеристи-
ческим для оператора A. Так как числа pj простые, то среди чисел
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ζ
mj

j = exp

{
2πimj

pj

}
нет равных. Указанных простых чисел pj бес-

конечно много, поэтому на окружности радиуса |µ| с центром в нуле
комплексной µ–плоскости окажется бесконечно много характеристиче-
ских чисел ζmj

j ·µ оператора A. Это противоречит теореме7.1. Поэтому

существует такое простое число pj >
l

l − α
, что все соответствующие

ему числа ζj ·µ, ζ2
j ·µ, . . . , ζ

pj−1
j ·µ суть правильные значения оператора

A. Это простое число и выберем в качестве n.
Докажем, что при указанном выборе n уравнения (7.2) и (7.21)

равносильны. Уравнение (7.21) согласно лемме 7.5 можно записать в
следующем виде:

n−1∏
m=1

(E − ζm · µA)(E − µA)ϕ =

n−1∏
m=1

(E − ζm · µA)f ;

n−1∏
m=1

(E − ζm · µA)
[
(E − µA)ϕ− f

]
= 0. (7.21′)

Введём обозначения ω = (E − µA)ϕ − f и ωk =
n−1∏
m=k

(E − ζm · µA)ω

при k = 2, . . . , n − 1. Уравнение (7.21′) означает (E − ζ · µA)ω2 = 0.
Так как ζ · µ — правильное значение оператора A, то ω2 = 0. Т.е.
(E − ζ2 · µA)ω3 = 0. Так как ζ2 · µ — правильное значение операто-
ра A, то ω3 = 0. И т.д.; ωn−1 = 0 означает (E − ζn−1 · µA)ω = 0.
Так как ζn−1 · µ — правильное значение оператора A, то ω = 0, т.е
(E − µA)ϕ = f . Итак, если функция ϕ удовлетворяет уравнению
(7.21) при выбранном выше простом n, то она удовлетворяет урав-
нению (7.2).

Эквивалентность уравнений (7.2) и (7.21) при указанном n озна-
чает в частности, что в случае f = 0 при таком n будут эквивалентны
уравнения (7.23) и (7.24). Поэтому (7.23) и (7.24) имеют одно и то
же число линейно независимых решений.

Рассмотрим наряду с уравнениями (7.23) и (7.24) сопряжённые к
ним уравнения:

(E − µ̄A∗)
◦
ψ = 0, (7.25)

(E − µ̄n(A∗)n)
◦
ψ = 0. (7.26)

Заменяя в предыдущих рассуждениях µ на µ̄ и A на A∗, приходим
к эквивалентности уравнений (7.25) и (7.26). При этом сделанный
выше выбор числа n может быть сохранён в (7.26). Действительно,
оператор B не зависит от ζ, поэтому по лемме 7.5, применённой к A∗
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и µ̄, имеем
E − µ̄n(A∗)n = B∗(E − µ̄A∗) =

= (E + µ̄A∗ + µ̄2(A∗)2 + . . .+ µ̄(n−1)(A∗)n−1)(E − µ̄A∗) =
= (E − ζ · µ̄A∗)(E − ζ2 · µ̄A∗) . . . (E − ζn−1 · µ̄A∗)(E − µ̄A∗).
Если значение µ фиксировано, и ни одно из чисел ζ ·µ, ζ2·µ, . . . , ζn−1·µ
не является характеристическим для оператора A, то ни одно из чисел
(ζ ·µ)n, (ζ2·µ)n, . . . , (ζn−1·µ)n не будет характеристическим для опера-
тораAn. ОператорыAn и (A∗)n фредгольмовы, их характеристические
числа комплексно сопряжены (см. теорему 2.3). Поэтому ни одно из чи-
сел (ζ · µ)n, (ζ2 · µ)n, . . . , (ζn−1 · µ)n не будет характеристическим для
оператора (A∗)n. Тогда ни одно из чисел ζ · µ, ζ2 · µ, . . . , ζn−1 · µ не
будет характеристическим для A∗. Осталось заметить, что ζm = ζn−m

при m ∈ N, 1 6 m 6 n − 1. Поэтому при фиксированном µ и при
прежнем n ни одно из чисел ζ · µ̄, ζ2 · µ̄, . . . , ζn−1 · µ̄ не будет харак-
теристическим для оператора A∗. Это и позволяет утверждать экви-
валентность уравнений (7.25) и (7.26) при том же n.

Теорема 7.2 (аналог теоремы 2.3).
Если значение параметра µ характеристическое для оператора A со

слабой особенностью, то сопряжённые однородные уравнения (7.23)
и (7.25) имеют одно и то же конечное число линейно независимых
решений.

Доказательство.
Уравнения (7.23) и (7.24) имеют одно и то же число линейно неза-

висимых решений. Уравнения (7.25) и (7.26) имеют одно и то же
число линейно независимых решений. А уравнения (7.24) и (7.26)
фредгольмовы, для них справедлива теорема 2.3, по которой они име-
ют одно и то же конечное число линейно независимых решений.�

Замечание 7.4.
При выбранном выше числе n функция

◦
ϕ удовлетворяет уравнению

(7.23) в том и только в том случае, если функция B
◦
ϕ удовлетворяет

уравнению (7.23); функция
◦
ψ удовлетворяет уравнению (7.25) в том

и только в том случае, если функция B∗
◦
ψ удовлетворяет уравнению

(7.25).
Действительно, при выбранном n уравнения (7.23) и (7.24) эквива-

лентны, а операторыB и (E−µA) перестановочны. Поэтому уравнение
(7.24) можно записать в виде (E−µnAn)

◦
ϕ = (E−µA)B

◦
ϕ = 0. Точно

так же при выбранном n уравнения (7.25) и (7.26) эквивалентны, а
операторы B∗ и (E− µ̄A∗) перестановочны. Поэтому уравнение (7.26)

можно записать в виде (E − µ̄n(A∗)n)
◦
ψ = (E − µ̄A∗)B∗

◦
ψ = 0.�

Теорема 7.3 (аналог теоремы 2.4).
Чтобы неоднородное уравнение (7.2) со слабой особенностью имело

решение, необходимо и достаточно, чтобы его свободный член f(x) был
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ортогонален к любому решению сопряжённого однородного уравнения

(7.25): (f,
◦
ψ) =

∫
Ω

f(x)
◦
ψ(x)dx = 0.

Доказательство.
Необходимость. Пусть уравнение (7.2) разрешимо, и функ-

ция ϕ — какое-либо его решение. Пусть
◦
ψ — какое-либо решение

уравнения (7.25). Тогда (f,
◦
ψ) = (ϕ− µAϕ,

◦
ψ) = (ϕ,

◦
ψ)− µ(ϕ,A∗

◦
ψ) =

= (ϕ,
◦
ψ − µ̄A∗

◦
ψ) = (ϕ, 0) = 0.

Достаточность.
Выше было показано, что возможен такой выбор числа n ∈ N,

при котором уравнения (7.2) и (7.21) эквивалентны. Поэтому доста-
точные условия разрешимости для них совпадают. Уравнение (7.21)
фредгольмово; по теореме 2.4 для его разрешимости достаточно вы-

полнения условия (Bf,
◦
ψ) = (f,B∗

◦
ψ) = 0 при всех решениях

◦
ψ уравне-

ния (7.26). Уравнения (7.26) и (7.25) при выбранном n эквивалентны,
поэтому всякое решение уравнения (7.26) будет и решением уравне-

ния (7.25). Но при выбранном n множество всех решений
◦
ψ уравнения

(7.25) совпадает со множеством всех его решений B∗
◦
ψ (см. замечание

7.4).�
Теорема 7.4 (аналог теоремы 2.2).
Если значение параметра µ правильное для оператора A со слабой

особенностью, то каждое из сопряжённых неоднородных уравнений

(E − µA)ϕ = f , (7.2)

(E − µ̄A∗)ψ = g (7.27)
имеет одно и только одно решение, каковы бы ни были функции f(x)
и g(x), принадлежащие L2(Ω) (в том числе и f = 0, и g = 0).

Доказательство.
Пусть f и g — произвольные функции из L2(Ω). Выше было пока-

зано, что возможен такой выбор числа n ∈ N, при котором уравнения
(7.23) и (7.24) эквивалентны. Поэтому при правильном значении µ
оператора A число µn будет правильным значением оператора An для
выбранного n. При этом же n уравнение (7.2) эквивалентно уравне-
нию (7.21) а уравнение (7.27) эквивалентно уравнению

(E − µ̄n(A∗)n)ψ = B∗g (7.28)

(проверьте!). Операторы An и (A∗)n фредгольмовы, функции Bf и
B∗g принадлежат L2(Ω). Уравнения (7.21) и (7.28) фредгольмовы,
поэтому по теореме 2.2 при правильном значении µn оба они имеют
одно и только одно решение. Следовательно, и каждое из уравнений
(7.2) и (7.27)имеет одно и только одно решение.�

43



7.4. Ядро, непрерывное в целом. Непрерывность решений
интегрального уравнения со слабой особенностью.

Напомним, что Ω — замкнутая ограниченная область в Rl. При
каких условиях решение уравнения (7.2) со слабой особенностью будет
не только функцией из L2(Ω), но даже непрерывной в Ω функцией?

Сначала рассмотрим вопрос об ограниченности решений уравнения
2–го рода с фредгольмовым ядром. Если функция f(x) измерима и
ограничена на Ω, то по свойству 7.1 интеграла Лебега эта функция
f ∈ L2(Ω). Поэтому для уравнения

ϕ(x) = µ

∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy + f(x), x ∈ Ω , (7.29)

с фредгольмовым ядром K имеет смысл вопрос о существовании его
решений в пространстве L2(Ω). Если такие решения существуют, то
будут ли они ограничены на Ω?

Замечание 7.5.
Функция, принадлежащая L2(Ω),может быть как ограниченной,

так и неограниченной (приведите примеры!).
Напомним, что эквивалентные на Ω функции относятся к одному

элементу пространства L2(Ω). Строго говоря, ограниченность элемен-
та ϕ пространства L2(Ω) понимается как неравенство |ϕ(x)| 6 const,
выполненное почти всюду на Ω. Ниже это не будет подчёркиваться,
т.е. указанное неравенство будем считать выполненным всюду на Ω.�

Утверждение 7.5.
Пусть при данном µ ∈ C уравнение (7.29) с фредгольмовым ядром

K имеет решения в L2(Ω). Пусть ядро K удовлетворяет условию

sup
x∈Ω

∫
Ω

|K(x, y)|2dy <∞ . (7.3)

Пусть функция f(x) измерима и ограничена на Ω. Тогда любое реше-
ние ϕ уравнения (7.29), принадлежащее L2(Ω), будет ограничено на
Ω .

Доказательство.
Пусть |f(x)| 6 c1 = const для всех x ∈ Ω. Пусть функция ϕ ∈ L2(Ω)

удовлетворяет уравнению (7.29). По неравенству Коши–Буняковского
для функций, зависящих от y (при фиксированном x ∈ Ω), имеем

|
∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy| 6

(∫
Ω

|K(x, y)|2dy
)1/2

·
(∫

Ω

|ϕ(y)|2dy
)1/2

6

6
(
sup
x∈Ω

∫
Ω

|K(x, y)|2dy
)1/2
·‖ϕ‖L2(Ω) = c2 = const. Тогда при всех x ∈ Ω

получаем |ϕ(x)| 6 c1 + |µ| · c2 = const.�
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Замечание 7.6.
Условию (7.3) удовлетворяет, например, ядро со слабой особенно-

стью, если 0 < α <
l

2
(см. утверждение 7.1).

По теореме Фубини условию (7.3) удовлетворяет также фредголь-
мово ядро, ограниченное на Ω× Ω.�

Следствие 7.3.
Если фредгольмово ядро удовлетворяет условию (7.3), то все его

собственные функции ограничены.
Доказательство следует из утверждения 7.5 при f = 0.�
Определение 7.1.
Ядро K(x, y) называют непрерывным по переменной x в области

Ω в целом, если для любого числа ε > 0 существует такое число
δ(ε) > 0, что для любых x1, x2 ∈ Ω, удовлетворяющих неравенству
|x1− x2| < δ, справедливо неравенство

∫
Ω

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy < ε.�

Задача 7.5.
Пусть x, y ∈ R1, и ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом квадрате

S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}. Докажите, что K(x, y) непрерывно
по переменной x ∈ [a, b] в целом. (Именно этот факт был использо-

ван в примере 4.7, где доказано, что оператор
b∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy вполне

непрерывен в пространстве C[a, b].)�
Задача 7.6.
Пусть x, y ∈ R1, и ядро K(x, y) непрерывно в замкнутом треуголь-

нике T = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 x}, а при y > x равно нулю. Докажите,
что K(x, y) непрерывно по переменной x ∈ [a, b] в целом. (Именно
этот факт был использован в утверждении 3.1, а также в задаче 4.5, в

которой доказано, что оператор
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy вполне непрерывен в

пространстве C[a, b].)�
Утверждение 7.6.
Пусть ядро K(x, y) непрерывно по переменной x в области Ω

в целом. Пусть функция ϕ(y) ограничена на Ω. Тогда функция∫
Ω

K(x, y)ϕ(y)dy равномерно непрерывна по переменной x на Ω.

Доказательство.
Пусть для всех x ∈ Ω выполнено неравенство |ϕ(y)| 6 c = const.

Для произвольно выбранного числа ε > 0 найдём такое число δ(ε) > 0,
что при любых x1, x2 ∈ Ω, удовлетворяющих условию |x1 − x2| < δ,
будет выполнено неравенство

∫
Ω

|K(x1, y) − K(x2, y)|dy <
ε

c
. Тогда∣∣∣∫

Ω

K(x1, y)ϕ(y)dy−
∫
Ω

K(x2, y)ϕ(y)dy
∣∣∣6c·∫

Ω

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy < ε.�
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Следствие 7.4.
Пусть фредгольмово ядро K(x, y) удовлетворяет условию (7.3) и

непрерывно в целом по переменной x в области Ω. Пусть свободный
член f(x) уравнения (7.29) непрерывен на Ω. Тогда любое решение
уравнения (7.29) непрерывно на Ω. (Ср. с замечанием 2.10.)

Доказательство.
Функция f , непрерывная на замкнутой ограниченной области Ω,

ограничена на Ω. По утверждению 7.5 любое решение ϕ уравнения
(7.29), принадлежащее L2(Ω), ограничено на Ω. Тогда правая часть
равенства (7.29) есть функция, непрерывная по x на Ω.�

Следствие 7.5.
Пусть в условиях следствия 7.4 функция f = 0. Тогда все собствен-

ные функции ядра K непрерывны на Ω.�
Вернёмся к уравнению (7.2) вида (E − µA)ϕ = f со слабой осо-

бенностью ядра (7.1). Как и в разделе 7.3, наряду с уравнением (7.2)
рассмотрим уравнение (7.21) вида (E − µnAn)ϕ = Bf , где оператор
B = E + µA+ µ2A2 + . . .+ µn−1An−1.

Лемма 7.6.
Если функция f ограничена на Ω, то и функция Bf ограничена на

Ω.
Доказательство.
Пусть для всех x ∈ Ω выполнено неравенство |f(x)| 6 c = const.

Пусть |Q(x, y)| 6M = const всюду на Ω× Ω. Дока-
жем, что функция (Af)(x) ограничена. Действительно:

|(Af)(x)| = |
∫
Ω

Q(x, y)

|x− y|α
· f(y)dy| 6Mc

∫
Ω

dy

|x− y|α
.

Применяя оценку последнего интеграла, доказанную в утвержде-

нии 7.1, получаем |(Af)(x)| 6 Mc|σ|∆l−α

l − α
= const.

Из ограниченности функции Af следует точно таким же образом
ограниченность функции A2f ; и т.д. Тогда конечная сумма Bf огра-
ниченных функций тоже ограничена.�

Утверждение 7.7.
Если функция Q(x, y) непрерывна на Ω × Ω, то ядро (7.1) со

слабой особенностью непрерывно по переменной x в целом на Ω.
Доказательство.
Пусть |Q(x, y)| 6 M = const на Ω × Ω. Обозначим через |Ω| ме-

ру (
”
объём “) области Ω : |Ω| =

∫
Ω

dy. Выберем произвольное число

ε > 0. Докажем, что найдётся такое число δ(ε) > 0, что для любых
x1, x2 ∈ Ω, удовлетворяющих неравенству |x1 − x2| < δ, будет выпол-
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нено неравенство ∫
Ω

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy < ε . (7.30)

Фиксируем достаточно малое число ρ > 0 и обозна-
чим через ωρ(x1) шар в Rl радиуса ρ с центром в точке
x1 : ωρ(x1) = {y ∈ Rl

∣∣∣|y − x1| < ρ}. Будем считать, что |x1 − x2| < ρ,
т.е. x2 ∈ ωρ(x1). Число ρ выберем ниже по заданному ε и независимо
от x1. Сейчас же полагаем ρ настолько малым, что Ω \ ωρ(x1) 6= ∅.
Представим область Ω в виде объединения непересекающихся
множеств: Ω = I ∪D, где I = Ω ∩ ωρ(x1), D = Ω \ ωρ(x1). Тогда∫

Ω

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy =

∫
I

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy+

+

∫
D

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy .
(7.31)

Оценим первое слагаемое в (7.31):∫
I

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy 6
∫
I

|K(x1, y)|dy +
∫
I

|K(x2, y)|dy =

=

∫
I

|Q(x1, y)|
|x1 − y|α

dy+

∫
I

|Q(x2, y)|
|x2 − y|α

dy 6M ·

 ∫
ωρ(x1)

dy

|x1 − y|α
+

∫
ωρ(x1)

dy

|x2 − y|α

.

Для оценки интеграла
∫

ωρ(x1)

dy

|x− y|α
введём в Rl сфериче-

скую систему координат с центром в точке x1 и обозначим
σ = {y ∈ Rl

∣∣∣|y − x1| = 1} . Тогда dy = rl−1drdσ (см.утверждение

7.1), и
∫

ωρ(x1)

dy

|x1 − y|α
= |σ| ·

ρ∫
0

rl−1−αdr =
|σ| · ρl−α

l − α
.

Поскольку x2 ∈ ωρ(x1), то для всех y ∈ ωρ(x1) выполнено неравен-
ство |x2 − y| 6 |x2 − x1|+ |x1 − y| < 2ρ, т.е. шар ωρ(x1) принадлежит
шару ω2ρ(x2) = {y ∈ Rl

∣∣∣|y − x| < 2ρ} с центром в x2. Тогда имеем

оценку
∫

ωρ(x1)

dy

|x2 − y|α
6

∫
ω2ρ(x2)

dy

|x2 − y|α
=
|σ| · (2ρ)l−α

l − α
.

Теперь ясно, что выбрав ρ(ε) из условия
|σ|
l − α

· (1+2l−α) ·ρl−α < ε

3
,

получим неравенство
∫
I

∣∣K(x1, y)−K(x2, y)
∣∣dy < ε

3
.
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Оценим второе слагаемое в (7.31). Для этого учтём, что

|K(x1, y)−K(x2, y)| =
∣∣∣∣ Q(x1, y)

|x1 − y|α
− Q(x2, y)

|x1 − y|α
+
Q(x2, y)

|x1 − y|α
− Q(x2, y)

|x2 − y|α

∣∣∣∣ 6
6
|Q(x1, y)−Q(x2, y)|

|x1 − y|α
+ |Q(x2, y)| ·

∣∣|x1 − y|α − |x2 − y|α
∣∣

|x1 − y|α · |x2 − y|α
.

Для всех y ∈ D выполнено неравенство |x1−y| > ρ > 0. Напомним,
что точки x1 и x2 выбираются из условия |x1 − x2| < δ(ε). Подчиним
выбор числа δ(ε) условию δ <

ρ

2
. Тогда для всех y ∈ D будет выполне-

но неравенство |x2−y| >
ρ

2
, т.к. шар {y ∈ Rl

∣∣∣|y−x2| 6
ρ

2
} содержится

в ωρ(x1). При указанном выборе числа δ и при всех y ∈ D справедливы

неравенства |x1 − y|−α 6 ρ−α и (|x1 − y| · |x2 − y|)−α <
2α

ρ2α
.

Функции Q(x, y) и |x − y|α, 0 6 α < l, равномерно непрерывны
на Ω × Ω. Для выбранного числа ε можно указать такое число δ1(ε),
что при |x1 − x2| < δ1 и при всех y ∈ D будет выполнено неравенство

|Q(x1, y)−Q(x2, y)| < ρα · ε
3 · |Ω|

. Для выбранного числа ε можно указать

такое число δ2(ε), что при |x1 − x2| < δ2 и при всех y ∈ D будет

выполнено неравенство
∣∣|x1 − y|α − |x2 − y|α

∣∣ < ρ2α · ε
2α · 3M · |Ω|

. Тогда

при δ < min{ρ(ε)

2
, δ1(ε), δ2(ε)} для всех x1, x2 ∈ Ω, удовлетворяющих

условию |x1 − x2| < δ, будет выполнено неравенство (7.30).�
Следствие 7.6.
Пусть в ядре (7.1) со слабой особенностью функция Q(x, y) непре-

рывна на Ω × Ω. Пусть функция ϕ ограничена на Ω. Тогда функция(
Aϕ
)
(x) =

∫
Ω

Q(x, y)

|x− y|α
· ϕ(y)dy непрерывна на Ω.�

Следствие 7.7.
Пусть в ядре (7.1) со слабой особенностью функция Q(x, y) непре-

рывна на Ω×Ω. Тогда интегральный оператор A с ядром (7.1) можно
рассматривать как действующий из C(Ω) в C(Ω). Этот оператор огра-

ничен, и для его нормы справедлива оценка ‖A‖ 6 M · |σ| ·∆l−α

l − α
, где

M = max
Ω×Ω
|Q(x, y)|, а |σ| и ∆ определены в утверждении 7.1. (Ср. со

следствием 7.1.)
Доказательство.

|
(
Aϕ
)
(x)| 6

∫
Ω

|Q(x, y)|
|x− y|α

· |ϕ(y)|dy 6 M · |σ| ·∆l−α

l − α
·‖ϕ‖C(Ω) при всех

x ∈ Ω.�
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Утверждение 7.8.
Пусть в уравнении (7.2) со слабой особенностью свободный член f

ограничен. Тогда любое решение этого уравнения ограничено.
Доказательство.
В разделе 7.3 показано, что можно выбрать число n ∈ N, для ко-

торого уравнения (7.2) и (7.21) эквивалентны. При этом в уравнении
(7.21) ядро Kn(x, y) оператора An будет ограниченным. Если функ-
ция f ограничена, то по лемме 7.6 и свободный член Bf уравнения
(7.21) ограничен. Тогда по утверждению 7.5 любое решение уравне-
ния (7.21), а вместе с ним и уравнения (7.2),ограничено.�

Теорема 7.5.
Пусть в ядре (7.1) функция Q(x, y) непрерывна на Ω × Ω. Пусть

в уравнении (7.2) с таким ядром свободный член f непрерывен на Ω.
Тогда любое решение уравнения (7.2) непрерывно на Ω.

Доказательство.
Функция f , непрерывная на замкнутой ограниченной области Ω,

ограничена на Ω. Тогда по утверждению 7.8 любое решение ϕ уравне-
ния (7.2) ограничено. По следствию 7.6 функция

(
Aϕ
)
(x) непрерывна

на Ω. Поэтому и функция ϕ(x) = µ ·
(
Aϕ
)
(x) + f(x) непрерывна на

Ω.�
Следствие 7.8.
Пусть в ядре (7.1) функция Q(x, y) непрерывна на Ω × Ω. Тогда

все собственные функции такого ядра непрерывны на Ω.�
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Глава 8.
Задачи Дирихле и Неймана для уравнения

Лапласа, их сведение к интегральным уравнениям
Фредгольма 2-го рода со слабыми особенностями.
Решения краевых (и начально–краевых) задач для дифференци-

альных уравнений с частными производными можно получить мето-
дом граничных интегральных уравнений. Для этого искомое решение
представляют в виде некоторого интеграла по границе области, в ко-
торой поставлена задача; такой интеграл содержит имеющую опре-
делённый физический смысл неизвесную функцию. Для нахождения
этой неизвестной функции используют краевые условия. Если подста-
вить в краевые условия выбранное интегральное представление ре-
шения, то получится интегральное уравнение. Решив его, найдём и
решение исходной краевой задачи в интегральной форме.

В данной главе рассмотрим метод граничных интегральных урав-
нений на примере задач Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа.
Эти задачи подробно изучаются в курсе

”
Уравнения математической

физики “. Напомним их постановки и сформулируем без доказательств
основные их свойства. Покажем, что эти задачи сводятся к интеграль-
ным уравнениям Фредгольма 2–го рода со слабыми особенностями.
Теория Фредгольма устанавливает основные свойства задач Дирихле
и Неймана и даёт полное исследование их корректности. Решения этих
задач можно построить с помощью интегралов, которые называют по-
тенциалом двойного слоя и потенциалом простого слоя.

8.1. Уравнение Лапласа. Постановки внутренних и внеш-
них задач Дирихле и Неймана в пространстве и на
плоскости.

В данной главе будем использовать следующие обозначения:
~x, ~y ∈ Rl, l = 2 или l = 3; через |~x − ~y| обозначим евклидово рас-
стояние между точками ~x и ~y в Rl. Будем опускать стрелочки в обо-
значениях векторов из Rl; так что далее полагаем x, y ∈ Rl. Через
D+ обозначим ограниченную односвязную область в Rl c границей
Σ, D̄+ = D+ ∪ Σ, D− = Rl \ D̄+, D̄− = D− ∪ Σ; Rl = D+ ∪ Σ ∪D−.
Простую замкнутую кривую Σ ⊂ R2 или простую двусторонюю по-
верхность Σ ⊂ R3 считаем гладкой, так что всюду на Σ определено
непрерывное поле нормалей ~n к Σ. Через n+

x обозначаем вектор еди-
ничной нормали в точке x ∈ Σ, внешней по отношению к области D+

(направлен внутрь области D−), а через n−x — вектор единичной нор-
мали, внешней по отношению к D− (направлен внутрь области D+);
|n+
x | = |n−x | = 1.
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8.1.1. Математические модели некоторых стационарных
физических процессов. Краевые условия на поверх-
ностях и кривых Ляпунова∗.

Дифференциальный оператор ∆u(x) ≡ divgradu(x) называют опе-
ратором Лапласа; ∆u(x) = 0 — уравнение Лапласа. Дважды непре-
рывно дифференцируемую в области D ⊂ Rl действительную функ-
цию u(x), удовлетворяющую в D уравнению Лапласа, называют гар-
монической в этой области функцией.

К уравнению Лапласа приводит описание многих стационарных фи-
зических процессов и явлений. Например, уравнению Лапласа удовле-
творяет не зависящая от времени температура в однородном теле или
в однородной пластине в отсутствие источников теплоты. Уравнение
Лапласа выражает отсутствие источников в рассматриваемой обла-
сти. Если же такие источники имеются, то вместо уравнения Лапласа
получим уравнение Пуассона∗∗ ∆u(x) = −F (x).

Пример 8.1.
Если в момент времени t = 0 однородная плоская круглая пласти-

на (D+ = {0 6 r < r0, 0 6 ϕ < 2π}, r, ϕ — полярные координаты в
R2) имела температуру u(r, ϕ, t = 0) = u0 · r · sinϕ, u0 = const, а во
все моменты времени t > 0 на её границе поддерживается температу-
ра u(r0, ϕ, t) = u0 · r0 · sinϕ, то функция u0 · r0 · sinϕ удовлетворяет
уравнению ut = a2∆u = 0 (проверьте!), т.е. является стационарным
распределением температуры в пластине. �

Пример 8.2.
Стационарную температуру u(r, ϕ, t) =

u0

3
r2 sinϕ, u0 = const, од-

нородной круглой пластины {0 6 r 6 r0, 0 6 ϕ 6 2π} можно по-
лучить заданием на её границе во все моменты времени температуры
u(r0, ϕ, t) =

u0

3
r2

0 sinϕ и действием источников (или поглотителей) теп-
лоты в пластине с плотностью их распределения F (r, ϕ, t) = −ku0 sinϕ
во все моменты времени t, где k — коэффициент теплопроводности.

(Проверьте, что ∆u = −F
k
.)�

Пример 8.3.
Стационарная температура u(r, ϕ, θ, t) = u0 · r, u0 = const, одно-

родного шара (D+ = {0 6 r < r0, 0 6 ϕ < 2π, 0 6 θ 6 π}, r, ϕ, θ —
сферические координаты в R3) может быть получена заданием на его
границе во все моменты времени t температуры u(r0, ϕ, θ, t) = u0 · r0

и действием источников (или поглотителей) теплоты, имеющих посто-
янное по времени центрально–симметричное распределение в шаре:

F (r, ϕ, θ, t) ≡ F (r) = −2u0k

r
, где k —коэффициент теплопроводно-

∗ Ляпунов Александр Михайлович (1857–1918) — русский математик.
∗∗Пуассон Симеон Дени (1781–1840) — французский математик.
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сти. В этом случае температура в шаре не зависит от углов ϕ и θ, и

тогда ∆u =
1

r2
· ∂
∂r

(
r2∂u

∂r

)
≡ 1

r
· ∂

2(ru)

∂r2
. Функция u0 · r удовлетво-

ряет уравнению ut = a2∆u − 2a2u0

r
= 0 (проверьте!), т.е. уравнению

∆u =
2u0

r
= −F (r)

k
.

Заметьте, что в сферических координатах элемент объема равен

r2sinθ dr dθ dϕ. Поэтому
2π∫
0

π∫
0

r0∫
0

F (r)r2 sin θ dr dθ dϕ = −4πu0kr
2
0.�

Замечание 8.1.
В примерах 8.1 — 8.3 неявно предполагалось, что температура u

является функцией, непрерывной в замкнутой области D̄+. Уравне-
ние теплопроводности ut = a2∆u+ F справедливо только в открытой
области D+.�

К уравнению Лапласа приводит также описание безвихревого в об-
ласти D+ ⊂ R3 течения несжимаемой жидкости, когда в D+ нет ис-
точников жидкости или стоков. Если v(x) — векторное поле скоростей
в области D+, то отсутствие вихрей означает, что в D+ можно вве-
сти такую скалярную функцию u(x), что v(x) = −gradu(x). Течение
при этом называют потенциальным, а u(x) — потенциалом скорости.
Тогда u(x) в области D+ удовлетворяет уравнению divgradu(x) = 0.
Очевидно, что потенциал скорости может удовлетворять уравнению
Лапласа только в том случае, если масса втекающей в D+ жидкости
(в единицу времени) равна массе вытекающей из D+ через границу Σ.

В задачах электростатики векторное поле E(x) (E — на-
пряжённость электрического поля в точке x) является потенциаль-
ным, т.е. его можно охарактеризовать скалярной функцией u(x) —
электростатическим потенциалом, связанным с E соотношением
E(x) = −gradu(x). Из уравнений Максвелла∗ вытекает, что u(x) удо-

влетворяет уравнению div gradu(x) = −4π

ε
· ρ(x), где ρ(x) — объёмная

плотность распределения электрических зарядов, ε — диэлектриче-
ская проницаемость. Если в рассматриваемой области пространства
нет электрических зарядов, т.е. ρ(x) ≡ 0, то функция u(x) удовлетво-
ряет уравнению Лапласа.

Для однозначного определения искомой гармонической функции
требуются дополнительные условия. Условия на границе Σ называют
краевыми или граничными. Краевое условие 1–го рода u

∣∣
x∈Σ

= f(x)

называют условием Дирихле, условие 2-го рода
∂u

∂n

∣∣∣∣
x∈Σ

= g(x) — усло-

вием Неймана (функции f и g заданы всюду на Σ). Если решение
краевой задачи для уравнения Лапласа ищется в ограниченной обла-

∗ Максвелл Джеймс Клерк(1831–1879) — английский физик.
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сти D+, то задачу называют внутренней, если же — вне ограниченной
области, т.е. в D−, то — внешней краевой задачей.

Решения всех краевых задач будем подразумевать классически-
ми. Это накладывает определённые требования на постановку зада-
чи; в частности, нужны некоторые предположения о границе Σ. Будем
далее предполагать, что поверхность Σ ⊂ R3 является поверхностью
Ляпунова (или кривая Σ ⊂ R2 является кривой Ляпунова).

Определение 8.1.
Поверхность Σ называют поверхностью Ляпунова, если она удовле-

творяет следующим требованиям.
1◦. Поверхность Σ гладкая: в каждой точке x ∈ Σ существует каса-

тельная плоскость, а следовательно, и нормаль n+
x ; |n+

x | = 1.
2◦. Существует число r > 0 (одно и то же для всех точек x ∈ Σ)

такое, что:
— для любой точки x ∈ Σ часть Σx поверхности Σ, лежащая в откры-
том шаре радиуса r с центром в x, является связным множеством;
— каждая прямая, параллельная нормали n+

x , пересекает Σx не более
чем в одной точке.

3◦. Поле нормалей n+
x как функция точки x ∈ Σ удовлетворяет

условию Гёльдера, т.е. существуют такие числа C > 0 и 0 < δ 6 1 (од-
ни и те же для любых двух точек x, y ∈ Σ), что |n+

x −n+
y | 6 C · |x−y|δ.

4◦. Телесный угол, под которым из любой точки пространства видна
любая часть (связная или несвязная — безразлично) поверхности Σ,
равномерно ограничен.�

Аналогично формулируется определение кривой Ляпунова на плос-
кости, но теперь требование 2◦ вытекает из требований 1◦ и 3◦, а тре-
бование 4◦ формулируется для плоского угла.

8.1.2. Внутренние задачи Дирихле и Неймана.

Внутренняя задача Дирихле имеет вид

∆u(x) = 0, x ∈ D+; u
∣∣
x∈Σ

= f(x).

Её классическим решением называют функцию u(x), которая опреде-
лена и непрерывна в замкнутой области D̄+, удовлетворяет уравнению
Лапласа в открытой области D+, принимает на границе заданные зна-
чения. Условие непрерывности функции u в замкнутой области необхо-
димо для единственности решения задачи. Если это условие отбросить,

то любую функцию вида u(x) =

{
const, x ∈ D+,

f(x), x ∈ Σ,
можно было бы

считать решением задачи. Классическое решение u ∈ C(D̄+)∩C2(D+),
а определяющая его функция f ∈ C(Σ).
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Внутренняя задача Неймана имеет вид

∆u(x) = 0, x ∈ D+;
∂u

∂n−x

∣∣∣∣
x∈Σ

= g(x).

Её классическим решением называют функцию u(x), которая опреде-
лена, непрерывна и имеет непрерывные первые производные в замкну-
той области D̄+, удовлетворяет уравнению Лапласа в открытой обла-
сти D+, а её нормальная производная принимает на границе заданные
значения. Классическое решение u ∈ C1(D̄+) ∩ C2(D+), а задающая
краевое условие функция g ∈ C(Σ).

Очевидно, что если u(x) — решение внутренней задачи Неймана, то
u(x) + const также является решением той же задачи.

Из первой формулы Грина вытекает, что если функция u(x) гар-
моническая в ограниченной области D+, границей которой является
поверхность Ляпунова Σ(или кривая Ляпунова, если D+ ⊂ R2), то∫
Σ

∂u(x)

∂n
dΣ = 0. Поэтому решение внутренней задачи Неймана для

уравнения Лапласа может существовать только если
∫
Σ

g(x)dΣ = 0.

8.1.3. Единственность классических решений внутренних
краевых задач для уравнения Лапласа.

Утверждение 8.1.
Внутренняя задача Дирихле для уравнения Лапласа не может

иметь более одного классического решения.
Доказательство основано на принципе максимума гармонической

функции.�
Решение внутренней задачи Неймана для уравнения Лапласа не

может быть единственным, поскольку в условие этой задачи входят
только производные искомой функции. Но имеет место единственность
решения с точностью до постоянного слагаемого.

Утверждение 8.2.
Классическое решение внутренней задачи Неймана определяется с

точностью до произвольной постоянной: если u1(x) и u2(x) — решения
одной и той же задачи Неймана, то u1(x)− u2(x) ≡ const.

Доказательство основано на первой формуле Грина.�
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8.1.4. Фундаментальные решения уравнения Лапласа в
пространстве и на плоскости. Регулярные на беско-
нечности гармонические функции в пространстве и
на плоскости.

Внешние задачи для уравнения Лапласа ставятся по-разному в R3

и R2. Это связано с различием в поведении на бесконечности фунда-
ментальных решений уравнения Лапласа в трёхмерном и двумерном
случаях.

Пусть y — фиксированная точка в R3. Найдём решение уравнения
Лапласа u(x), зависящее только от |x−y|. Введём сферическую систе-
му координат (r, θ, ϕ) с центром в точке y. Такое решение будет об-

ладать сферической симметрией, т.е.
∂u

∂θ
= 0,

∂u

∂ϕ
= 0. Следовательно,

будет выполняться уравнение ∆u ≡ 1

r2
· d
dr

(
r2du

dr

)
= 0. Общее реше-

ние этого уравнения имеет вид u(r) =
C1

r
+ C2, где r = |x− y|. Реше-

ние u(x; y) =
1

|x− y|
называют фундаментальным решением уравне-

ния Лапласа в пространстве. Это гармоническая по x функция, опре-
делённая всюду в R3, кроме точки x = y.

В двумерном случае введём полярную систему координат (r, ϕ)
с центром в точке y. Найдём решение уравнения Лапласа u(x), за-

вясящее только от |x − y|. В этом случае
∂u

∂ϕ
= 0, и выполняет-

ся уравнение ∆u ≡ 1

r
· d
dr

(
r
du

dr

)
= 0. Его общее решение имеет вид

u(r) = C1 ln
1

r
+ C2, где r = |x− y|. Функцию u(x; y) = ln

1

|x− y|
на-

зывают фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоско-
сти.

Для однозначного нахождения классического решения внешней
краевой задачи нужно потребовать определённого поведения искомой
функции на бесконечности. Это требование называют условием регу-
лярности. Говорят, что функция u(x), x ∈ R3, регулярна на беско-

нечности, если u(x) = O
( 1

|x|

)
и gradu(x) = O

( 1

|x|2
)

при |x| → +∞.

Гармоническая в области D− ⊂ R3 функция, равномерно стремяща-
яся к нулю на бесконечности, является регулярной на бесконечно-
сти. Если функции u1(x) и u2(x) регулярны на бесконечности и
u1, u2 ∈ C2(D−) ∩ C1(D̄−), то в области D− ⊂ R3 для них спра-
ведливы формулы Грина.

Регулярность на бесконечности функции u(x), x ∈ R2, определяют
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по другому. Такую функцию называют регулярной на бесконечности,
если она имеет конечный предел на бесконечности. Если гармониче-
ская в области D− ⊂ R2 функция u(x) регулярна на бесконечности,

то gradu(x) = O
( 1

|x|2
)

при |x| → +∞. Если функции u1(x)и u2(x)

гармонические в области D− ⊂ R2 и регулярны на бесконечности, то
в этой области для них спрведливы формулы Грина.

8.1.5. Внешние задачи Дирихле и Неймана для уравне-
ния Лапласа. Единственность их классических ре-
шений.

Внешняя задача Дирихле в пространстве имеет вид

∆u(x) = 0, x ∈ D− ⊂ R3; u
∣∣∣
x∈Σ

= f(x); u(x) ⇒
|x|→+∞

0 .

Её классическим решением называют функцию u(x), которая опре-
делена и непрерывна в замкнутой неограниченной области D̄−, удо-
влетворяет уравнению Лапласа в открытой области D−, принимает
на границе Σ заданные значения и равномерно стремится к нулю на
бесконечности. Классическое решение u ∈ C(D̄−) ∩ C2(D−),а опреде-
ляющая его функция f ∈ C(Σ). Условие u(x) ⇒

|x|→+∞
0 гарантирует

регулярность функции u на бесконечности. Оно требуется для един-
ственности решения.

Задача 8.1.
Приведите пример внешней задачи Дирихле для уравнения Лапла-

са в пространстве, имеющей более одного решения, если не требовать
условия u(x) ⇒

|x|→+∞
0.�

Утверждение 8.3.
Внешняя задача Дирихле для уравнения Лапласа в пространстве

не может иметь более одного классического решения.
Доказательство основано на применении принципа максимума в

области, ограниченной поверхностью Σ и сферой достаточно большого
радиуса.�

Внешняя задача Дирихле на плоскости имеет вид

∆u(x) = 0, x ∈ D− ⊂ R2; u
∣∣
x∈Σ

= f(x); |u(x)| < const.

Её классическим решением называют функцию u(x), которая опреде-
лена и непрерывна в замкнутой неограниченной области D̄−, удовле-
творяет уравнению Лапласа в открытой области D−, принимает на
границе Σ заданные значения и ограничена на бесконечности. Клас-
сическое решение u ∈ C(D̄−)∩C2(D−), а определяющая его функция
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f ∈ C(Σ). Условие |u(x)| < const означает регулярность функции u
на бесконечности. Оно требуется для единственности решения.

Задача 8.2.
Приведите пример внешней задачи Дирихле для уравнения Лапла-

са на плоскости, имеющей более одного решения, если не требовать
условия |u(x)| < const.�

Утверждение 8.4.
Внешняя задача Дирихле для уравнения Лапласа на плоскости не

может иметь более одного классического решения.�
Замечание 8.2.
Для уравнения Лапласа на плоскости требование равномерного

стремления решения к нулю на бесконечности является жёстким, та-
кого решения может не существовать (приведите пример!).�

Внешняя задача Неймана в пространстве имеет вид

∆u(x) = 0, x ∈ D− ⊂ R3;
∂u

∂n+
x

∣∣∣∣
x∈Σ

= g(x); u(x) ⇒
|x|→+∞

0 .

Её классическим решением называют функцию u(x), которая в за-
мкнутой неограниченной области D̄− определена, непрерывна и имеет
непрерывные первые производные, удовлетворяет уравнению Лапласа
в открытой области D−, равномерно стремится к нулю на бесконеч-
ности, а её нормальная производная принимает на границе заданные
значения. Классическое решение u ∈ C1(D̄−) ∩ C2(D−), а задающая
краевое условие функция g ∈ C(Σ). Условие u(x) ⇒

|x|→+∞
0 гарантирует

регулярность функции u на бесконечности. Оно требуется для един-
ственности решения.

Утверждение 8.5.
Внешняя задача Неймана для уравнения Лапласа в пространстве

не может иметь более одного классического решения.
Доказательство основано на первой формуле Грина для неогра-

ниченной области D−.�
Замечание 8.3.
Решение внешней задачи Неймана в пространстве, регулярное на

бесконечности, существует для любой функции g ∈ C(Σ). Требование∫
Σ

g(x)dΣ = 0 излишне.�

Внешняя задача Неймана на плоскости имеет вид

∆u(x) = 0, x ∈ D− ⊂ R2;
∂u

∂n+
x

∣∣∣∣
x∈Σ

= g(x); |u(x)| < const .

Как и во внешней задаче Неймана в пространстве от классического
решения требуется его регулярность на бесконечности, но теперь для
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этого надо поставить условие |u(x)| < const. Классическое решение
u ∈ C1(D̄−) ∩ C2(D−), а функция g ∈ C(Σ).

Утверждение 8.6.
Классическое решение внешней задачи Неймана для уравнения Ла-

пласа на плоскости, ограниченное и регулярное на бесконечности,
определяется с точностью до постоянного слагаемого.

Доказательство основано на первой формуле Грина для неогра-
ниченной области D−.�

Замечание 8.4.
Для существования решения внешней задачи Неймана на плоско-

сти, регулярного на бесконечности, необходимо выполнение условия∫
Σ

g(x)dΣ = 0.�

8.1.6. Ньютоновы∗ и логарифмические потенциалы двой-
ного и простого слоёв.

Пусть ограниченная область D+ ⊂ R3 имеет достаточно гладкую
границу Σ, к которой применима формула Остроградского∗∗. Пусть
гармоническая в D+ функция u ∈ C1(D̄+) ∩ C2(D+). Тогда основная
формула Грина даёт её интегральное представление в любой точке
x ∈ D+:

u(x) =
1

4π

∫
Σ

(
1

|x− y|
· ∂u(y)

∂n+
y
− u(y) · ∂

∂n+
y

(
1

|x− y|

))
dΣy .

Это представление гармонической функции содержит интегралы двух
типов: ∫

Σ

χ(y)

|x− y|
dΣy,

∫
Σ

ν(y)
∂

∂n+
y

(
1

|x− y|

)
dΣy .

Их называют соответственно ньютоновым потенциалом простого слоя
и ньютоновым потенциалом двойного слоя; функции χ и ν — плотно-
сти, задающие эти потенциалы. Оба потенциала являются интеграла-
ми, зависящими от параметра x.

Пусть ограниченная область D+ ⊂ R2 имеет достаточно гладкую
границу Σ, к которой применима интегральная формула Грина. Пусть
гармоническая в D+ функция u ∈ C1(D̄+) ∩ C2(D+). Тогда основная
формула Грина даёт её интегральное представление в любой точке
x ∈ D+:

u(x) =
1

2π

∫
Σ

(
ln

1

|x− y|
· ∂u(y)

∂n+
y
− u(y) · ∂

∂n+
y

(
ln

1

|x− y|

))
dΣy .

∗ Ньютон Исаак (1643–1727) — английский физик и математик.
∗∗ Остроградский Михаил Васильевич (1801–1861) — русский математик.
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Это представление гармонической функции содержит интегралы двух
типов: ∫

Σ

χ(y) · ln 1

|x− y|
dΣy,

∫
Σ

ν(y) · ∂

∂n+
y

(
ln

1

|x− y|

)
dΣy .

Их называют соответственно логарифмическим потенциалом простого
слоя и логарифмическим потенциалом двойного слоя.

Различие ньютоновых и логарифмических потенциалов состоит в

разных фундаментальных решениях уравнения Лапласа:
1

|x− y|
в R3

и ln
1

|x− y|
в R2.

Потенциал двойного слоя с неизвестной плотностью ν можно ис-
пользовать для построения решения задачи Дирихле для уравнения
Лапласа. Потенциал простого слоя с неизвестной плотностью χ можно
использовать для построения решения задачи Неймана для уравнения
Лапласа. Оказывается, что плотности ν и χ удовлетворяют интеграль-
ным уравнениям Фредгольма 2–го рода.

8.2. Поверхностный потенциал двойного слоя, его свой-
ства. Сведение внутренней и внешней задач Дирихле
в R3 к интегральным уравнениям.

Пусть в точке y1 ∈ R3 находится заряд−e, а на расстоянии h от него
в точке y2 — заряд +e. В точке наблюдения x потенциал создаваемого
этими зарядами электрического поля равен w(x) =

e

|x− y2|
− e

|x− y1|
(в вакууме, в системе единиц СГСЭ). Величину ν = eh называют ве-
личиной момента диполя; точки y1 и y2 определяют ось диполя ~n,
направленную от −e к +e; момент диполя — это вектор ~ν = e~h. Если
расстояние h мало по сравнению с |x− y1| и |x− y2|, то к выражению
w(x) можно применить формулу Лагранжа∗:

w(x) =
ν

h

(
1

|x− y2|
− 1

|x− y1|

)
=
ν

h
· ∂
∂n

(
1

|x− y|

)∣∣∣∣
y=y∗
· h ,

где ~n — единичный направляющий вектор оси диполя, а точка y∗ ле-
жит между y1 и y2 на этой оси.

Будем сближать y1 и y2 вдоль фиксированной оси ~n, сохраняя мо-
мент диполя (h → 0, e → +∞). Тогда в пределе получим точечный
диполь, расположенный в точке y, с осью ~n и величиной момента ν
(не следует думать, что заряды противоположных знаков компенси-
руют друг друга: в предельном переходе момент ~ν сохраняется при

∗ Лагранж Жозеф Луи (1736–1813) — французский математик.
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−e → −∞, +e → +∞). В точке x этот точечный диполь создаёт

потенциал w(x) = ν · ∂

∂ny

( 1

|x− y|
)
, где производная берётся по коор-

динатам точки y в направлении оси ~n ( далее опускаем стрелочку над
n):

∂

∂ny

(
1

|x− y|

)
=

∣∣∣∣grady
1

|x− y|

∣∣∣∣ · |n| · cosϕ ,

где
∣∣∣grady

1

|x− y|

∣∣∣ =
1

|x− y|2
, |n| = 1, ϕ = (x̂− y, n). Итак,

w(x) = ν · cosϕ

|x− y|2
.

Пусть двусторонняя поверхность Σ является поверхностью Ляпуно-
ва, ny — нормаль к Σ в точке y ∈ Σ, |ny| = 1. Пусть точечные диполи
распределены по поверхности Σ с поверхностной плотностью распре-
деления ν(y). Это означает, что величина дипольного момента в точке
y ∈ Σ равна ν(y)dΣy. Будем предполагать, что функция ν ∈ C(Σ) и
что ось диполя в каждой точке y ∈ Σ совпадает с направлением нор-
мали ny. Такой двойной слой зарядов, распределённых по Σ, создаёт
в точке x ∈ R3 потенциал

w(x) =

∫
Σ

ν(y) · ∂

∂ny
(

1

|x− y|
)dΣy =

∫
Σ

ν(y) · cosϕ

|x− y|2
dΣy , (8.1)

где ϕ = ( ̂x− y, ny).
Если x 6∈ Σ, то интеграл (8.1) собственный; если x ∈ Σ, то несоб-

ственный.
Выделим элемент dΣy поверхности Σ и обозначим через dωxy телес-

ный угол, под которым из точки x виден элемент dΣy. По определению
dwxy есть площадь элемента единичной сферы с центром в точке x,
который высекается конусом с вершиной x, опирающимся на dΣy. При-
пишем величине dωxy определённый знак, связав его выбор с направле-
нием нормали ny (а следовательно, с расположением положительных
и отрицательных зарядов на сторонах поверхности Σ). Если радиус
сферы с центром в x равен |x− y|, а не 1, то площадь, высекаемая на
такой сфере указанным конусом, равна |x− y|2 · dωxy. Рассматриваем
dΣy как элемент плоскости, касательной к Σ в точке y. Проведём через
y плоскость, перпендикулярную вектору x− y, и спроектируем на неё
dΣy. Тогда площадь этой проекции равна cosϕ · dΣy = |x− y|2 · dωxy.
Будем считать, что dωxy > 0, если угол ϕ острый, и dωxy < 0, если ϕ
тупой. Тогда

w(x) =

∫
Σ

ν(y)dωxy . (8.2)
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Задача 8.3.
Найдите потенциал двойного слоя сферы с постоянной плотностью

распределения диполей ν = ν0 = const, если на её внутренней стороне
расположены отрицательные заряды, а на внешней положительные.�

Замечание 8.5. (теорема Гаусса∗).
Пусть ограниченная область D+ ⊂ R3 не обязательно выпуклая, но

её границей является поверхность Ляпунова Σ. Пусть на Σ с постоян-
ной плотностью ν0 6= 0 распределены диполи (отрицательные заряды
на внутренней стороне поверхности). Тогда

w(x) =


−4πν0, x ∈ D+,

−2πν0, x ∈ Σ,

0, x ∈ D−. �

Далее будем считать, что поверхность Ляпунова Σ является грани-
цей ограниченной области D+ ⊂ R3, а функция ν определена и непре-
рывна на Σ. Потенциал двойного слоя определим, выбирая в точке
y ∈ Σ обе нормали n−y и n+

y :

w−(x) =

∫
Σ

ν(y)
∂

∂n−y

(
1

|x− y|

)
dΣy =

∫
Σ

ν(y) ·
cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|2
dΣy, (8.3)

w+(x) =

∫
Σ

ν(y)
∂

∂n+
y

(
1

|x− y|

)
dΣy =

∫
Σ

ν(y) ·
cos( ̂x− y, n+

y )

|x− y|2
dΣy. (8.4)

Очевидно, что w+(x) = −w−(x), поскольку
( ̂x− y, n+

y ) = π − ( ̂x− y, n−y ).
Не проводя подробных доказательств, сформулируем свойства по-

тенциала двойного слоя (доказательства проводятся в курсе
”
Уравне-

ния математической физики“).
Свойство 8.1.
Потенциал двойного слоя определён во всех точках x ∈ R3, включая

точки x ∈ Σ.
Доказательство следует из (8.2).�
Если x ∈ Σ, то значение потенциала двойного слоя в этой точке

называют прямым значением и записывают как w−0 (x) или w+
0 (x).

Прямые значения w−0 (x) и w+
0 (x) определены формулами (8.3) и (8.4),

в которых x ∈ Σ.
Свойство 8.2.
Потенциал двойного слоя есть гармоническая функция в открытых

областях D+ и D− (т.е. всюду вне поверхности Σ).
∗Гаусс Карл Фридрих (1777–1855) — немецкий математик.
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Доказательство следует из того, что при x 6∈ Σ интегралы в (8.3),

(8.4) собственные, а функция
1

|x− y|
гармоническая по координатам

точки x.�
Свойство 8.3.
Для поверхности Ляпунова Σ с показателем δ (см. определение 8.1)

при всех x, y ∈ Σ выполнены неравенства

| cos( ̂x− y, n−y )| 6 const · |x−y|δ, | cos( ̂x− y, n+
y )| 6 const · |x−y|δ .

Доказательство основано на геометрических свойствах поверхности
Ляпунова.�

Поскольку 0 < δ 6 1, свойство 8.3 означает, что потенциал двой-
ного слоя определён формулами (8.3) или (8.4) как интегральный

оператор, действующий на функцию ν, ядро которого
cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|2
(или ядро противоположного знака) имеет слабую особенность. Если
двумерную поверхность Σ задать параметрическими уравнениями, в
которых параметры изменяются в замкнутой ограниченной области
Ω ⊂ R2, то получим интегральный оператор, изученный в главе 7:
l = 2, α = 2 − δ. По следствию 7.7 такой оператор всякую функцию
ν, непрерывную на Σ, переводит в непрерывную на Σ функцию w−(x)
(или w+(x)). Таким образом, когда x изменяется на поверхности Σ,
потенциал двойного слоя является непрерывной функцией.

Свойство 8.4.
При |x| → +∞ для потенциала двойного слоя справедлива оценка

w(x) = O
( 1

|x|2
)
.

Доказательство. Поскольку поверхность Σ ограничена, для лю-
бой точки y ∈ Σ выполнено неравенство |y| 6 c1 = const. Фиксируем
число 0 < c < 1. Тогда при достаточно больших |x| для всех y ∈ Σ

выполнено неравенство 1− |y|
|x|
> 1− c1

|x|
> c.

Для евклидова расстояния |x− y| в R3 из неравенства Коши–
Буняковского (x, y) 6 |x| · |y| получаем оценку |x−y|2 = (x−y, x−y) =

= |x|2 − 2(x, y) + |y|2 > (|x| − |y|)2 = |x|2 ·
(

1− |y|
|x|

)2

> c2 · |x|2. От-

сюда для ограниченной поверхности Σ, имеющей конечную площадь,
следует оценка

|w(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Σ

ν(y) · cosϕ

|x− y|2
dΣy

∣∣∣∣∣∣ < 1

c2 · |x|2
·
∫
Σ

|ν(y)|dΣy =
const

|x|2
.�
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Для формулировки следующего свойства фиксируем произволь-
ную точку x0 ∈ Σ и введём обозначения: w±i (x0) = lim

x→x0

x∈D+

w±(x),

w±e (x0) = lim
x→x0

x∈D−
w±(x) (i — internal, e — external по отношению к об-

ласти D+).
Свойство 8.5 (теорема о скачке поверхностного потенциала

двойного слоя).
Для замкнутой поверхности Σ, ограничивающей область D+, во

всех точках x ∈ Σ существуют односторонние пределы w±i (x) и w±e (x),
причём

w−i (x) = 2πν(x) + w−0 (x), (8.5)
w−e (x) = −2πν(x) + w−0 (x).� (8.6)

Замечание 8.6.
Условия односторонних скачков (8.5), (8.6) можно записать в виде

w+
i (x) = −2πν(x) + w+

0 (x), (8.7)
w+
e (x) = 2πν(x) + w+

0 (x) (8.8)

(проверьте!).�
Следствие 8.1.
Функции w±(x) можно продолжить по непрерывности из откры-

той области D+ в замкнутую область D̄+; их можно продолжить по
непрерывности из D− в D̄−.�

Следствие 8.2.
При пересечении поверхности Σ в любой точке x ∈ Σ потенциал

двойного слоя претерпевает разрыв первого рода с величиной скачка
4πν(x) (ср. с задачей 8.3 и замечанием 8.5).�

Решение u(x) внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа
(в области D+) можно искать в виде потенциала двойного слоя с под-
лежащей определению плотностью: u(x) = w−(x), x ∈ D+. Краевое
условие в этой задаче означает w−i (x) = f(x), x ∈ Σ. Тогда условие
одностороннего скачка (8.5) является интегральным уравнением от-
носительно функции ν:

ν(x) +

∫
Σ

(
1

2π
·

cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|2

)
· ν(y)dΣy =

1

2π
· f(x), x ∈ Σ. (8.9)

Задача 8.4.
Пусть решение u(x) внутренней задачи Дирихле ищется в виде

u(x) = w+(x), x ∈ D+. Запишите интегральное уравнение относи-
тельно плотности ν. (Указание. Если w−i (x) = f(x), x ∈ Σ, то
w+
i (x) = −f(x), x ∈ Σ. Используйте (8.7).)�
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Решение u(x) внешней задачи Дирихле для уравнения Лапласа (в
области D−) является гармонической функцией, регулярной на бес-

конечности: u(x) = O

(
1

|x|

)
при |x| → +∞. Такая функция, вообще

говоря, стремится к нулю на бесконечности медленнее, чем потенциал
двойного слоя (см. свойство 8.4). Поэтому в общем случае u(x) нельзя
представить в виде одного лишь потенциала двойного слоя. Если всё
же положить u(x) = w+(x), x ∈ D−, то краевое условие внешней зада-
чи будет означать w+

e (x) = f(x), x ∈ Σ. Тогда условие одностороннего
скачка (8.8) является интегральным уравнением относительно функ-
ции ν:

ν(x)+

∫
Σ

(
1

2π
·

cos( ̂x− y, n+
y )

|x− y|2

)
·ν(y) dΣy =

1

2π
·f(x), x ∈ Σ . (8.10)

Уравнение (8.10) может оказаться неразрешимым!
Чтобы учесть нужное поведение решения u(x) на бесконечности,

можно поступить следующим образом. Будем считать, что начало
координат в R3 находится в области D+. Решение внешней зада-
чи Дирихле будем искать в виде суммы потенциала двойного слоя
w+(x) с неизвестной плотностью ν(x) и кулоновского∗ потенциала
q

|x|
от заряда неизвестной величины q, помещённого в точку x = 0:

u(x) = w+(x) +
q

|x|
. Тогда краевое условие внешней задачи означа-

ет w+
e (x) +

q

|x|
= f(x), x ∈ Σ. Условие одностороннего скачка (8.8)

теперь является интегральным уравнением

ν(x)+

∫
Σ

(
1

2π
·
cos( ̂x− y, n+

y )

|x− y|2

)
·ν(y)dΣy=

1

2π

(
f(x)− q

|x|

)
, x ∈ Σ . (8.11)

Постоянную q можно выбрать из необходимого и достаточного условия
разрешимости уравнения (8.11) (см. теорему 2.4).

8.3. Поверхностный потенциал простого слоя, его свой-
ства. Сведение внутренней и внешней задач Неймана
в R3 к интегральным уравнениям.

Распределение заряда по поверхности Σ можно охарактеризовать
поверхностной плотностью χ(y): заряд элемента поверхности dΣy ра-
вен χ(y)dΣy. В точке наблюдения x ∈ R3 потенциал электростати-
ческого поля, созданного всей заряженной поверхностью Σ, равен (в

∗ Кулон Шарль Огюстен (1736–1806) — французский физик.
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вакууме, в системе единиц СГСЭ)

v(x) =

∫
Σ

χ(y)

|x− y|
dΣy . (8.12)

Функцию χ будем считать непрерывной и ограниченной на Σ, а саму
поверхность Σ — поверхностью Ляпунова. Если x 6∈ Σ, то интеграл
(8.12) собственный, если x ∈ Σ, то несобственный.
Не проводя подробных доказательств, сформулируем свойства по-

тенциала простого слоя. Снова будем считать, что поверхность Σ яв-
ляется границей ограниченной области D+ ⊂ R3.

Свойство 8.6.
Потенциал простого слоя определен во всех точках x ∈ R3, включая

точки x ∈ Σ.
Доказательство при x ∈ Σ следует из того. что функция χ огра-

ничена, а
∫
Σ

dΣy

|x− y|α
сходится при α < 2.�

Свойство 8.7.
Потенциал простого слоя непрерывен во всех точках x ∈ R3, вклю-

чая точки x ∈ Σ.�
В частности, когда x изменяется на поверхности Σ, потенциал про-

стого слоя является непрерывной функцией.
Свойство 8.8.
Потенциал простого слоя есть гармоническая функция в открытых

областях D+ и D− (т.е. всюду вне поверхности Σ).
Доказательство следует из того, что при x 6∈ Σ интеграл (8.12)

собственный, а функция
1

|x− y|
гармоническая по координатам точки

x.�
Свойство 8.9.
При |x| → +∞ для потенциала простого слоя справедлива оценка

v(x) = O

(
1

|x|

)
.

Доказательство. Фиксируем число 0 < c < 1. При всех достаточ-
но больших |x| для всех y ∈ Σ выполнено неравенство |x− y| > c · |x|
(см. доказательство свойства 8.4). Отсюда для ограниченной поверх-
ности Σ, имеющей конечную площадь, следует оценка

|v(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Σ

χ(y)

|x− y|
dΣy

∣∣∣∣∣∣ < 1

c · |x|
·
∫
Σ

|χ(y)|dΣy =
const

|x|
.�

Фиксируем точку z ∈ Σ. Пусть ~nz — вектор нормали к поверхности
Σ в точке z (далее опускаем стрелочку над nz), |nz| = 1. В точке x 6∈ Σ
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найдём производную функции v(x) по направлению nz:

∂v(x)

∂nz
=

∫
Σ

∂

∂nz

(
1

|x− y|

)
· χ(y)dΣy .

Здесь производная берется по координатам точки x:
∂

∂nz

(
1

|x− y|

)
= − 1

|x− y|2
· ∂|x− y|

∂nz
= −(gradx|x− y|, nz)

|x− y|2
=

= −cos( ̂x− y, nz)
|x− y|2

=
cos( ̂y − x, nz)
|x− y|2

, так как gradx|x − y| =
x− y
|x− y|

,

|nz| = 1 и ( ̂y − x, nz) = π − ( ̂x− y, nz). Итак,

∂v(x)

∂nz
=

∫
Σ

cos( ̂y − x, nz)
|x− y|2

· χ(y)dΣy, x 6∈ Σ, z ∈ Σ. (8.13)

Свойство 8.10.
Интеграл в (8.13) сохраняет смысл и в том случае, если

x = z ∈ Σ.�
При x = z ∈ Σ интеграл в (8.13) называют прямым значением

нормальной производной на Σ; обозначение:(
∂v(x)

∂nx

)
0

=

∫
Σ

cos( ̂y − x, nx)

|x− y|2
· χ(y)dΣy, x ∈ Σ . (8.14)

В качестве нормали nx в (8.14) можно взять как n−x , так и n+
x ;(

∂v(x)

∂n+
x

)
0

= −
(
∂v(x)

∂n−x

)
0

.

Поскольку для поверхности Ляпунова с показателем 0 < δ 6 1 (см.
определение 8.1) справедливо свойство 8.3, формула (8.14) определяет
интегральный оператор, действующий на функцию χ, ядро которого
cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|2
(или ядро противоположного знака) имеет слабую осо-

бенность. По следствию 7.7 (при l = 2, α = 2 − δ) такой оператор
всякую функцию χ, непрерывную на Σ, переводит в непрерывную на

Σ функцию
(
∂v(x)

∂nx

)
0

. Таким образом, когда x изменяется на поверх-

ности Σ, прямое значение нормальной производной (8.14) является
непрерывной функцией.

Для формулировки следующего свойства фиксируем произволь-

ную точку x0 ∈ Σ и введём обозначения:
(
∂v(x0)

∂n±x0

)
i

= lim
x→x0

x∈D+

∂v(x)

∂n±x0

,
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(
∂v(x0)

∂n±x0

)
e

= lim
x→x0

x∈D−

∂v(x)

∂n±x0

.

Замечание 8.7.
Говорят, что функция v(x) имеет правильную нормальную произ-

водную на поверхности Σ, если равномерно по всем x0 ∈ Σ суще-

ствует предел нормальной производной
∂v(x)

∂nx0

при стремлении x к x0

по направлению −nx0
. Этот предел обозначают через

∂v(x0)

∂nx0

. Из это-
го определения следует, что если правильная нормальная производная
существует на Σ, то она непрерывна на Σ.

Под
(
∂v(x0)

∂n−x0

)
i

и
(
∂v(x0)

∂n+
x0

)
e

понимаются именно правильные нор-
мальные прозводные.(

∂v(x0)

∂n+
x0

)
i

= −
(
∂v(x0)

∂n−x0

)
i

,

(
∂v(x0)

∂n−x0

)
e

= −
(
∂v(x0)

∂n+
x0

)
e

. �

Свойство 8.11 (теорема о скачке нормальной производной
поверхностного потенциала простого слоя).

Для замкнутой поверхности Σ, ограничивающей область D+, во

всех точках x ∈ Σ существуют односторонние пределы
(
∂v(x)

∂n±x

)
i

и(
∂v(x)

∂n±x

)
e

, причём(
∂v(x)

∂n−x

)
i

=

(
∂v(x)

∂n−x

)
0

− 2πχ(x), (8.15)(
∂v(x)

∂n−x

)
e

=

(
∂v(x)

∂n−x

)
0

+ 2πχ(x) . � (8.16)

Замечание 8.8.
Условия односторонних скачков (8.15), (8.16) можно записать в

виде (
∂v(x)

∂n+
x

)
i

=

(
∂v(x)

∂n+
x

)
0

+ 2πχ(x), (8.17)(
∂v(x)

∂n+
x

)
e

=

(
∂v(x)

∂n+
x

)
0

− 2πχ(x) . (8.18)

(проверьте!).�
Следствие 8.3.
При пересечении поверхности Σ в любой точке x ∈ Σ нормальная

производная потенциала простого слоя претерпевает разрыв первого
рода с величиной скачка 4πχ(x).�
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Решение u(x) внутренней задачи Неймана для уравнения Лапла-
са (в области D+) можно искать в виде потенциала простого слоя с
подлежащей определению плотностью: u(x) = v(x), x ∈ D+. Краевое

условие в этой задаче означает
(
∂v(x)

∂n−x

)
i

= g(x), x ∈ Σ. Тогда усло-

вие одностороннего скачка (8.15) является интегральным уравнением
относительно функции χ:

χ(x)−
∫
Σ

(
1

2π
· cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|2

)
·χ(y)dΣy = − 1

2π
·g(x), x ∈ Σ . (8.19)

Если в (8.19) вместо нормали n−x выбрать нормаль n+
x , то знак перед

интегралом надо изменить на противоположный.
Задача 8.5.
Пусть решение u(x) внутренней задачи Неймана ищется в виде

u(x) = v(x), x ∈ D+. Запишите интегральное уравнение относи-
тельно χ, используя производные по нормали n+

x . (Указание. Если(
∂v(x)

∂n−x

)
i

= g(x), x ∈ Σ, то
(
∂v(x)

∂n+
x

)
i

= −g(x), x ∈ Σ. Используйте

(8.17).)�
Решение u(x) внешней задачи Неймана для уравнения Лапласа (в

области D−) также можно искать в виде потенциала простого слоя с
подлежащей определению плотностью: u(x) = v(x), x ∈ D−. Краевое

условие в этой задаче означает
(
∂v(x)

∂n+
x

)
e

= g(x), x ∈ Σ. Тогда усло-

вие одностороннего скачка (8.18) является интегральным уравнением
относительно функции χ:

χ(x)−
∫
Σ

(
1

2π
· cos( ̂y − x, n+

x )

|x− y|2

)
·χ(y)dΣy = − 1

2π
·g(x) , x ∈ Σ . (8.20)

Если в (8.20) вместо нормали n+
x выбрать нормаль n−x , то знак перед

интегралом надо изменить на противоположный.

8.4. Применение теории Фредгольма для изучения внут-
ренних и внешних задач Дирихле и Неймана в про-
странстве.

Введём обозначение ядра интегрального оператора в уравнении
(8.9):

K(x, y) =
1

2π
·

cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|2
. (8.21)
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Как отмечалось в разделе 8.2, ядро (8.21) имеет слабую особенность.
Пусть

(
Aν
)
(x) =

∫
Σ

K(x, y)ν(y)dΣy.

Если в (8.21) точки x и y на поверхности Σ поменять местами, то
получим ядро интегрального оператора в уравнении (8.20), в кото-
ром выбрана нормаль n−x ; это ядро K(y, x), союзное к ядру K(x, y).
Таким образом, имеем пару сопряжённых друг другу (союзных, т.к.
все функции здесь действительные) неоднородных уравнений:

ν(x) +

∫
Σ

K(x, y)ν(y)dΣy =
1

2π
· f(x) (8.9)

— для построения решения внутренней задачи Дирихле (в D+),

χ(x) +

∫
Σ

K(y, x)χ(y)dΣy = − 1

2π
· g(x) (8.20)

— для построения решения внешней задачи Неймана (вD−). Коротко:

ν − µ · Aν =
f

2π
при µ = −1 , (8.9)

χ− µ · A∗χ = − g

2π
при µ = −1 . (8.20)

В уравнениях (8.9) и (8.10) используются противоположно направ-
ленные нормали n−y и n+

y , поэтому ядром в уравнении (8.10) является
функция −K(x, y). Если в ядре уравнения (8.10) поменять местами
точки x и y на поверхности Σ, то получим ядро в уравнении (8.19), в
котором выбрана нормаль n+

x (сравните ядро в (8.19) с ядром (8.21)).
Таким образом, имеем ещё одну пару союзных друг другу неоднород-
ных уравнений:

ν(x)−
∫
Σ

K(x, y)ν(y)dΣy =
1

2π
· f(x) (8.10)

и уравнение для построения решения внутренней задачи Неймана (в
D+):

χ(x)−
∫
Σ

K(y, x)χ(y)dΣy = − 1

2π
· g(x) . (8.19)

коротко:

ν − µ · Aν =
f

2π
при µ = +1, (8.10)

χ− µ · A∗χ = − g

2π
при µ = +1. (8.19)
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Если поверхность Σ задать параметрическими уравнениями, в ко-
торых параметры изменяются в замкнутой ограниченной области
Ω ⊂ R2, то уравнения (8.9), (8.20) и (8.10), (8.19) будут уравнениями
со слабой особенностью, изученными в главе 7. Для них справедливы
теоремы Фредгольма. По постановкам задач Дирихле и Неймана сво-
бодные члены в этих уравнениях суть непрерывные на Σ функции.
Поэтому по теореме 7.5 любое решение каждого из этих уравнений
будет непрерывно на Σ, если это решение существует.

Утверждение 8.7.
Для уравнений (8.9) и (8.20) число µ = −1 является правильным

значением.�
Лемма 8.1.
Если потенциал простого слоя равен нулю всюду в R3, то его плот-

ность χ равна нулю всюду на поверхности Σ.
Доказательство.
По следствию 8.3 при пересечении поверхности Σ нормальная про-

изводная потенциала простого слоя должна претерпевать разрыв пер-
вого рода с величиной скачка 4πχ(x), x ∈ Σ. Но для всюду равного
нулю потенциала этот скачок равен нулю. Поэтому χ(x) ≡ 0 на по-
верхности Σ.�

Доказательство утверждения 8.7.
Предположим, что число µ = −1 является характеристическим для

уравнений (8.9) и (8.20). Пусть
◦
χ — отвечающая этому числу соб-

ственная функция оператора A∗ с ядром K(y, x),т.е. при всех x ∈ Σ

◦
χ(x) = −

∫
Σ

(
1

2π
· cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|2

)
· ◦χ(y)dΣy . (8.22)

По следствию 7.8 функция
◦
χ непрерывна на Σ. Построим потенциал

простого слоя v(x) с плотностью
◦
χ.

По свойствам потенциала простого слоя функция v является
гармонической в областях D+ и D−, непрерывна всюду в R3, и

v(x) = O
( 1

|x|

)
при |x| → +∞. В силу условия одностороннего скач-

ка (8.16) и равенства (8.22) правильная нормальная производная(∂v(x)

∂n+
x

)
e

= −
(∂v(x)

∂n−x

)
e
≡ 0 на поверхности Σ.

Рассмотрим внешнюю задачу Неймана (в D−):

∆u(x) = 0, x ∈ D−;
∂u

∂n+
x

∣∣∣∣
x∈Σ

= 0; u(x) ⇒
|x|→+∞

0.

Потенциал простого слоя v является решением этой задачи. По утвер-
ждению 8.5 о единственности решения внешней задачи Неймана
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v(x) ≡ 0 в замкнутой области D̄−. В частности, v(x) ≡ 0 на поверхно-
сти Σ.

Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле (в D+):

∆u(x) = 0, x ∈ D+; u|x∈Σ = 0.

Потенциал простого слоя v является решением этой задачи. По утвер-
ждению 8.1 о единственности решения внутренней задачи Дирихле
v(x) ≡ 0 в замкнутой области D̄+. Следовательно, v(x) = 0 всюду в
R3. По лемме 8.1

◦
χ(x) ≡ 0 на поверхности Σ. — Противоречие!�

Следствие 8.4.
Уравнения (8.9) и (8.20) однозначно разрешимы при любых функ-

циях f и g, непрерывных на поверхности Σ.�
Следствие 8.5.
Внутренняя задача Дирихле в пространстве разрешима при любой

непрерывной на Σ функции f , и её решение представляется потенци-
алом двойного слоя.

Внешняя задача Неймана в пространстве разрешима при любой
непрерывной на Σ функции g, и её решение представляется потен-
циалом простого слоя.�

Утверждение 8.8.
Для уравнений (8.10) и (8.19) число µ = +1 является характери-

стическим значением. Его геометрическая кратность равна 1.
Доказательство.
Рассмотрим потенциал двойного слоя с постоянной плотностью

ν(x) ≡ 1 на Σ:

w−(x) =

∫
Σ

cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|2
dΣy.

По теореме Гаусса (см. замечание 8.5) w−(x) = 2π при всех x ∈ Σ, т.е.∫
Σ

K(x, y)dΣy ≡ 1 на Σ. Это и означает, что µ = +1 есть характери-

стическое число ядра K(x, y), которому отвечает собственная функция
◦
ν(x) ≡ 1.

Докажем, что геометрическая кратность числа µ = +1 равна 1. По
теореме 2.3 достаточно доказать, что для ядра K∗(x, y) = K(y, x) ха-
рактеристическое число µ = +1 имеет геометрическую кратность 1.
Пусть

◦
χ — собственная функция ядра K∗, отвечающая этому характе-

ристическому значению:

◦
χ(x) =

∫
Σ

(
1

2π
· cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|2

)
· ◦χ(y)dΣy . (8.23)
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По следствию 7.8 функция
◦
χ непрерывна на Σ. Построим потенциал

простого слоя v(x) с плотностью
◦
χ.

По свойствам потенциала простого слоя функция v является
гармонической в областях D+ и D−, непрерывна всюду в R3, и

v(x) = O
( 1

|x|

)
при |x| → +∞. В силу условия одностороннего скач-

ка (8.15) и равенства (8.23) правильная нормальная производная(∂v(x)

∂n−x

)
i
≡ 0 на поверхности Σ.

Рассмотрим внутреннюю задачу Неймана (в D+):

∆u(x) = 0, x ∈ D+;
∂u

∂n−x

∣∣∣∣
x∈Σ

= 0.

Потенциал простого слоя v является решением этой задачи. По утвер-
ждению 8.2 о единственности решения внутренней задачи Неймана с
точностью до произвольной постоянной имеем v(x) ≡ c = const в за-
мкнутой области D̄+. Докажем, что эта постоянная c 6= 0.

Предположим противное, тогда v(x) ≡ 0 вD̄+. В частности,
v(x) ≡ 0 на поверхности Σ. Рассмотрим внешнюю задачу Дирихле
(в D−):

∆u(x) = 0, x ∈ D−; u|x∈Σ = 0; u(x) ⇒
|x|→+∞

0 . (8.24)

Предположение c = 0 означает, что потенциал простого слоя v яв-
ляется решением этой задачи. По утверждению 8.3 о единственности
решения внешней задачи Дирихле v(x) ≡ 0 в замкнутой области D̄−.
Следовательно, v(x) = 0 всюду в R3. Тогда по лемме 8.1

◦
χ(x) ≡ 0

на поверхности Σ. — Противоречие! Поэтому c 6= 0. Пусть наряду с
◦
χ характеристическому числу µ = +1 ядра K∗ соответствует ещё од-
на собственная функция

◦
χ1. Построим потенциал простого слоя v1(x)

с плотностью
◦
χ1. Как доказано выше, v1(x) ≡ c1 = const в замкну-

той области D̄+, причём c1 6= 0. Рассмотрим потенциал простого слоя
V (x) =

c1
c
· v(x) − v1(x) с плотностью

c1
c
· ◦χ(x) − ◦χ1(x). В замкнутой

области D̄+ получаем V (x) =
c1
c
· c − c1 ≡ 0. В частности, V (x) ≡ 0

на поверхности Σ. Поэтому V (x) является решением внешней задачи
Дирихле (8.24) и по утверждению 8.3 V (x) ≡ 0 в D̄−. Следователь-
но, V (x) = 0 всюду в R3. По лемме 8.1 на поверхности Σ выполнено
тождество

c1
c
· ◦χ(x) ≡ ◦

χ1(x). Это и означает, что характеристическое
число µ = +1 ядра K∗ имеет геометрическую кратность 1.�

Итак, каждое из однородных уравнений
◦
ν = A

◦
ν и

◦
χ = A∗

◦
χ имеет

ровно по одному нетривиальному решению (с точностью до ненулево-
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го постоянного множителя); причём,
◦
ν(x) ≡ 1 (см. начало доказатель-

ства утверждения 8.8). По теореме 2.4 неоднородное уравнение (8.19)
разрешимо в том, и только в том случае, если g ⊥ ◦ν, т.е.∫

Σ

g(x)dΣx = 0 . (8.25)

Следствие 8.6.
Внутренняя задача Неймана в пространстве разрешима в том, и

только в том случае, если непрерывная на Σ функция g удовлетворяет
условию ортогональности (8.25). Решение этой задачи представляется
суммой потенциала простого слоя и произвольной постоянной.�

Задача 8.6.
Исходя из уравнения (8.19) при µ = +1, проверьте, что если ре-

шение внутренней задачи Неймана в пространстве существует, то оно
определено с точностью до произвольного постоянного слагаемого.�

Замечание 8.9.
Для любого потенциала простого слоя v из условий односторонних

скачков (8.15) и (8.16) следует равенство(
∂v(x)

∂n−x

)
e

−
(
∂v(x)

∂n−x

)
i

= 4πχ(x) .

Пусть плотность
◦
χ потенциала v удовлетворяет уравнению (8.23). То-

гда
(
∂v(x)

∂n−x

)
i

≡ 0 на Σ, и выполнено равенство

◦
χ(x) =

1

4π
·
(
∂v(x)

∂n−x

)
e

= − 1

4π
·
(
∂v(x)

∂n+
x

)
e

, (8.26)

где x ∈ Σ.�
Единственную собственную функцию

◦
χ оператора A∗ при µ = +1

(см. (8.23)) нормируем так, чтобы потенциал простого слоя

vR(x) =
∫
Σ

◦
χ(y)

|x− y|
dΣy ≡ 1 в замкнутой области D̄+. Такой потенци-

ал называют потенциалом Робена или равновесным потенциалом:
плотность

◦
χ распределения зарядов на Σ даёт постоянный потенциал

в D̄+. Плотность равновесного потенциала удовлетворяет равенству
(8.26).
По теореме 2.4 уравнение (8.10) разрешимо в том, и только в том

случае, если f ⊥ ◦χ, т.е. ∫
Σ

f(x)
◦
χ(x)dΣx = 0 . (8.27)
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Следствие 8.7.
Внешняя задача Дирихле в пространстве имеет решение, предста-

вимое потенциалом двойного слоя, в том, и только в том случае, если
непрерывная на Σ функция f ортогональна к плотности

◦
χ потенциала

Робена.�
Если условие ортогональности (8.27) для функции f не выполне-

но, то решение внешней задачи Дирихле можно искать с помощью
уравнения (8.11). При этом надо считать, что начало координат при-
надлежит области D+. По теореме 2.4 уравнение (8.11) разрешимо в
том, и только в том случае, если∫

Σ

(
f(x)− q

|x|

)
· ◦χ(x)dΣx = 0 . (8.28)

Поскольку точка x = 0 принадлежит области D+, имеем∫
Σ

◦
χ(y)

|y|
dΣy = vR(x = 0) = 1. Поэтому условие ортогональности

(8.28)означает, что q =
∫
Σ

f(x)
◦
χ(x)dΣx.

Следствие 8.8.
Внешняя задача Дирихле в пространстве разрешима при лю-

бой непрерывной на Σ функции f , и её решение представляет-
ся суммой потенциала двойного слоя и кулоновского потенциала
1

|x|
·
∫
Σ

f(x)
◦
χ(x)dΣx.�

Задача 8.7.
Пусть выполнено условие ортогональности (8.28). При µ = +1

уравнение (8.11) имеет общее решение ν(x) + c · ◦ν(x) = ν(x) + c, где
c —произвольная постоянная. Докажите, что тем не менее решение
внешней задачи Дирихле единственно.�

Для нахождения постоянной q нет необходимости искать собствен-
ную функцию

◦
χ уравнения (8.23). Решение внешней задачи Дирихле

(в D− ⊂ R3) по–прежнему будем искать в виде u(x) = w+(x) +
q

|x|
,

где w+ —потенциал двойного слоя с неизвестной плотностью ν, а по-
стоянная q =

∫
Σ

ν(y)dΣy. Тогда уравнение (8.11) примет вид

ν(x)−
∫
Σ

(
K(x, y)− 1

2π|x|

)
ν(y)dΣy =

1

2π
· f(x) . (8.11′)

Докажем, что уравнение (8.11′) однозначно разрешимо. Для этого по-
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ложим f(x) ≡ 0 на Σ и рассмотрим однородное уравнение

◦
ν(x)−

∫
Σ

(
K(x, y)− 1

2π|x|

)
◦
ν(y)dΣy = 0 . (8.11◦)

Ядро K имеет слабую особенность на Σ, а функция
1

2π|x|
непре-

рывна на Σ (по–прежнему считаем, что начало координат принад-
лежит области D+). Поэтому ядро в уравнении (8.11◦) имеет сла-
бую особенность. По теореме 7.5 любое решение

◦
ν уравнения (8.11◦)

непрерывно на Σ. Следовательно, определён потенциал двойного

слоя W (x) =

∫
Σ

◦
ν(y)

∂

∂n+
y

( 1

|x− y|

)
dΣy. Рассмотрим в R3 функцию

u0(x) = W (x) +
1

|x|
·
∫
Σ

◦
ν(y)dΣy. Потенциал W удовлетворяет условию

одностороннего скачка (8.8), поэтому левая часть в уравнении (8.11◦)

является пределом функции
u0(x)

2π
при стремлении точки x ∈ D− к

поверхности Σ; этот предел равен нулю. Следовательно, функция u0

удовлетворяет внешней задаче Дирихле:

∆u(x) = 0, x ∈ D−; u|x∈Σ = 0; u(x) ⇒
|x|→+∞

0 .

По утверждению 8.3 о единственности решения внешней задачи Ди-
рихле u0(x) ≡ 0 в D̄−. Тогда |x| · u0(x) ≡ 0 в D̄−; переходя здесь к
пределу при |x| → +∞ и учитывая, что потенциал двойного слоя W

имеет асимптотику O
( 1

|x|2
)

на бесконечности (см. свойство 8.4) по-

лучаем
∫
Σ

◦
ν(y)dΣy = 0. Уравнение (8.11◦) принимает вид

◦
ν = A

◦
ν; его

решение
◦
ν(x) ≡ const на Σ. Поскольку интеграл от

◦
ν по Σ равен нулю,

то
◦
ν(x) ≡ 0 на Σ. Итак, уравнение (8.11◦) имеет только тривиальное

решение. По альтернативе Фредгольма уравнение (8.11′) однозначно
разрешимо.

8.5. Логарифмический потенциал двойного слоя. Сведе-
ние внутренней и внешней задач Дирихле в R2 к ин-
тегральным уравнениям.

Теперь пусть D+ и D− — области на плоскости R2, Σ — кривая
Ляпунова, dΣ — дифференциал длины её дуги. Пусть функция ν(x)
определена и непрерывна на Σ. Логарифмический потенциал двойного
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слоя w(x) =
∫
Σ

ν(y) · ∂

∂ny

(
ln

1

|x− y|

)
dΣy можно записать в виде

w(x) =

∫
Σ

ν(y) · cosϕ

|x− y|
dΣy , (8.29)

где ϕ = ( ̂x− y, ny) (докажите!).
Если x 6∈ Σ, то интеграл (8.29) собственный; если x ∈ Σ, то несоб-

ственный.
Выделим элемент dΣy кривой Σ и обозначим через dωxy плоский

угол, под которым из точки x виден элемент dΣy. Величине dωxy мож-
но приписать определённый знак, связав его выбор с направлением
нормали ny. Тогда

w(x) =

∫
Σ

ν(y)dωxy (8.30)

(докажите!).
Логарифмический потенциал двойного слоя можно определить, вы-

бирая в точке y ∈ Σ обе нормали n−y и n+
y :

w−(x)=

∫
Σ

ν(y)
∂

∂n−y

(
ln

1

|x− y|

)
dΣy=

∫
Σ

ν(y)·
cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|
dΣy , (8.31)

w+(x)=

∫
Σ

ν(y)
∂

∂n+
y

(
ln

1

|x− y|

)
dΣy=

∫
Σ

ν(y)·
cos( ̂x− y, n+

y )

|x− y|
dΣy , (8.32)

w+(x) = −w−(x)
Задача 8.8.
Найдите логарифмический потенциал двойного слоя w+ для окруж-

ности с постоянной плотностью ν = ν0 = const.�
Замечание 8.10 (теорема Гаусса).
Пусть ограниченная область D+ ⊂ R2 не обязательно выпук-

лая, но её границей является кривая Ляпунова Σ. Пусть плотность
ν = ν0 = const 6= 0. тогда

w+(x) =


−2πν0, x ∈ D+ ,

−πν0, x ∈ Σ ,

0, x ∈ D− . �

Свойство 8.12.
Логарифмический потенциал двойного слоя определён во всех точ-

ках x ∈ R2, включая точки x ∈ Σ.
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Доказательство следует из (8.30).�
Если x ∈ Σ, то значение логарифмического потенциала двойного

слоя в этой точке называют прямым значением: w−0 (x) или w+
0 (x).

Свойство 8.13.
Логарифмический потенциал двойного слоя есть гармоническая

функция в открытых областях D+ и D− (т.е. всюду вне кривой Σ).
Доказательство следует из того, что при x 6∈ Σ интегралы в

(8.31), (8.32) собственные, а функция ln
1

|x− y|
гармоническая по ко-

ординатам точки x.�
Формулы (8.31) или (8.32) определяют логарифмический потенци-

ал двойного слоя как интегральный оператор, действующий на функ-
цию ν. Если кривая Ляпунова Σ имеет показатель 0 < δ < 1, то ядро
этого оператора имеет слабую особенность. Кривую Σ можно задать
параметрическими уравнениями, в которых параметр изменяется на
отрезке Ω = [a, b] ⊂ R1; тогда получим интегральный оператор, изу-
ченный в главе 7: l = 1, α = 1− δ. Если кривая Ляпунова имеет пока-
затель δ = 1, то ядро интегрального оператора в (8.31), (8.32) огра-
ничено. По следствию 7.7 логарифмический потенциал двойного слоя
является непрерывной функцией, когда x изменяется на кривой Σ.

Свойство 8.14.

w(x) −−−−−→
|x|→+∞

0 .

Доказательство. (См. свойство 8.4.)
Фиксируем число 0 < c < 1. Для евклидова расстояния |x− y| в R2

имеем оценку |x − y| > c · |x| при достаточно больших |x| и для всех
y ∈ Σ. Отсюда

|w(x)| =

∣∣∣∣∫
Σ

ν(y) · cosϕ

|x− y|
dΣy

∣∣∣∣ < const

|x|
, т.е. w(x) = O

( 1

|x|

)
при

|x| → +∞.�
Свойство 8.15 (теорема о скачке логарифмического потен-

циала двойного слоя).
Для замкнутой кривой Σ, ограничивающей область D+, во всех

точках x ∈ Σ существуют односторонние пределы w±i (x) и w±e (x),
причём

w−i (x) = πν(x) + w−0 (x) , (8.33)
w−e (x) = −πν(x) + w−0 (x) .� (8.34)

Замечание 8.11.
Условия односторонних скачков (8.33), (8.34) можно записать в
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виде

w+
i (x) = −πν(x) + w+

0 (x) , (8.35)
w+
e (x) = πν(x) + w+

0 (x) (8.36)

(проверьте!).�
Следствие 8.9.
Функции w±(x) можно продолжить по непрерывности из откры-

той области D+ в замкнутую область D̄+; их можно продолжить по
непрерывности из D− в D̄−.�

Следствие 8.10.
При пересечении кривой Σ в любой точке x ∈ Σ логарифмический

потенциал двойного слоя претерпевает разрыв первого рода с величи-
ной скачка 2πν(x) (ср.с задачей 8.8 и замечанием 8.10; ср. со следстви-
ем 8.2).�

Решение u(x) внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа
(в области D+) можно искать в виде логарифмического потенциала
двойного слоя с подлежащей определению плотностью: u(x) = w−(x),
x ∈ D+. Краевое условие в этой задаче означает w−i (x) = f(x), x ∈ Σ.
Тогда условие одностороннего скачка (8.33) является интегральным
уравнением относительно функции ν:

ν(x) +

∫
Σ

(
1

π
·

cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|

)
· ν(y)dΣy =

1

π
· f(x), x ∈ Σ . (8.37)

Задача 8.9.
Пусть решение внутренней задачи Дирихле ищется в виде

u(x) = w+(x), x ∈ D+. Запишите интегральное уравнение относи-
тельно плотности ν. (Указание. Если w−i (x) = f(x), x ∈ Σ, то
w+
i (x) = −f(x), x ∈ Σ. Используйте (8.35).)�
Решение u(x) внешней задачи Дирихле для уравнения Лапласа (в

области D−) является гармонической функцией, ограниченной на бес-
конечности. Такая функция, вообще говоря, не стремится к нулю на
бесконечности. Поэтому из свойства 8.14 следует, что в общем случае
u(x) нельзя представить в виде одного лишь логарифмического потен-
циала двойного слоя. Если всё же положить u(x) = w+(x), x ∈ D−, то
краевое условие внешней задачи будет означать w+

e (x) = f(x), x ∈ Σ.
Тогда условие одностороннего скачка (8.36) является интегральным
уравнением относительно функции ν:

ν(x)+

∫
Σ

(
1

π
·

cos( ̂x− y, n+
y )

|x− y|

)
·ν(y)dΣy =

1

π
·f(x) , x ∈ Σ . (8.38)

Уравнение (8.38) может оказаться неразрешимым!
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Чтобы не накладывать слишком жёсткое условие на поведе-
ние решения u(x) на бесконечности, можно поступить следующим
образом. Решение внешней задачи Дирихле будем искать в виде
w+(x) + q, где q = const. Тогда краевое условие внешней задачи озна-
чает w+

e (x) + q = f(x), x ∈ Σ. Условие одностороннего скачка (8.36)
теперь является интегральным уравнением

ν(x) +

∫
Σ

(
1

π
·

cos( ̂x− y, n+
y )

|x− y|

)
·ν(y)dΣy=

1

π
·
(
f(x)− q

)
, x ∈ Σ . (8.39)

Постоянную q можно выбрать из необходимого и достаточного условия
разрешимости уравнения (8.39) (см. теорему 2.4).

8.6. Логарифмический потенциал простого слоя. Сведе-
ние внутренней и внешней задач Неймана в R2 к ин-
тегральным уравнениям.

Плотность χ(x), непрерывная на кривой Ляпунова Σ ⊂ R2, задаёт
логарифмический потенциал простого слоя

v(x) =

∫
Σ

χ(y) · ln 1

|x− y|
dΣy . (8.40)

Если x 6∈ Σ, то интеграл (8.40) собственный, если x ∈ Σ, то несоб-
ственный. Как и выше, считаем, что Σ —граница областей D+ и D− в
R2.

Свойство 8.16.
Логарифмический потенциал простого слоя определён во всех точ-

ках x ∈ R2, включая точки x ∈ Σ.
Доказательство при x ∈ Σ следует из того, что функция χ огра-

ничена, а
∫
Σ

ln
1

|x− y|
dΣy сходится, т.к. при 0 < α < 1 выполнено

ln
1

|x− y|
<

1

|x− y|α
.�

Свойство 8.17.
Логарифмический потенциал простого слоя непрерывен во всех точ-

ках x ∈ R2, включая точки x ∈ Σ.�
В частности, когда x изменяется на кривой Σ, логарифмический

потенциал простого слоя является непрерывной функцией.

Свойство 8.18.
Логарифмический потенциал простого слоя есть гармоническая

функция в открытой области D+ и в любой ограниченной открытой
подобласти области D− (т.е. всюду вне кривой Σ).

79



Доказательство следует из того, что при x 6∈ Σ интеграл (8.40)

собственный, а функция ln
1

|x− y|
гармоническая по координатам точ-

ки x.�

Замечание 8.12.
Логарифмический потенциал простого слоя, вообще говоря, не огра-

ничен при |x| → +∞. (См. ниже задачу 8.11.)�

Задача 8.10.
Фиксируем точку z ∈ Σ. Докажите, что производная функции v(x),

x 6∈ Σ, по нормали nz имеет вид

∂v(x)

∂nz
=

∫
Σ

cos( ̂y − x, nz)
|x− y|

· χ(y)dΣy , x 6∈ Σ , z ∈ Σ .� (8.41)

Свойство 8.19.
Интеграл в (8.41) сохраняет смысл и в том случае, если

x = z ∈ Σ.�
При x = z ∈ Σ интеграл в (8.41) называют прямым значением

нормальной производной на Σ. В качестве нормали в (8.41) можно
взять как n−x , так и n+

x .
Формула (8.41) при x = z ∈ Σ определяет интегральный оператор,

действующий на функцию χ, ядро которого имеет слабую особенность,
если показатель кривой Ляпунова Σ удовлетворяет условию 0 < δ < 1
(l = 1, α = 1− δ в обозначениях главы 7). Если же δ = 1, то ядро огра-
ничено. По следствию 7.7 такой интегральный оператор всякую функ-
цию χ, непрерывную на Σ, переводит в непрерывную на Σ функцию(
∂v(x)

∂nx

)
0

— прямое значение нормальной производной.

Как и для потенциала простого слоя в R3, для функции v(x) введём
её правильные нормальные производные на кривой Σ (символы i и e
имеют прежний смысл).

Свойство 8.20 (теорема о скачке нормальной производной
логарифмического потенциала простого слоя).

Для замкнутой кривой Σ, ограничивающей областьD+, во всех точ-

ках x ∈ Σ существуют односторонние пределы
(
∂v(x)

∂n±x

)
i

и
(
∂v(x)

∂n±x

)
e

,

причём (
∂v(x)

∂n−x

)
i

=

(
∂v(x)

∂n−x

)
0

− πχ(x) , (8.42)(
∂v(x)

∂n−x

)
e

=

(
∂v(x)

∂n−x

)
0

+ πχ(x) .� (8.43)
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Замечание 8.13.
Условия односторонних скачков (8.42), (8.43) можно записать в

виде (
∂v(x)

∂n+
x

)
i

=

(
∂v(x)

∂n+
x

)
0

+ πχ(x) , (8.44)(
∂v(x)

∂n+
x

)
e

=

(
∂v(x)

∂n+
x

)
0

− πχ(x) (8.45)

(проверьте!).�
Следствие 8.11.
При пересечении кривой Σ в любой точке x ∈ Σ нормальная про-

изводная логарифмического потенциала простого слоя претерпевает
разрыв первого рода с величиной скачка 2πχ(x).�

Задача 8.11.
Пусть Σ — окружность радиуса R с центром в начале координат,

плотность χ = χ0 = const. Найдите значения логарифмического по-
тенциала простого слоя v(x) внутри Σ, на Σ, вне Σ. Убедитесь,что

v(x) = O
(

ln
1

|x|

)
при |x| → +∞. (Указание. Используйте свойства

логарифмического потенциала простого слоя.)�
Решение u(x) внутренней задачи Неймана для уравнения Лапласа

(в области D+) можно искать в виде логарифмического потенциала
простого слоя с подлежащей определению плотностью: u(x) = v(x),

x ∈ D+. Краевое условие в этой задаче означает
(
∂v(x)

∂n−x

)
i

= g(x),

x ∈ Σ. Тогда условие одностороннего скачка (8.42) является инте-
гральным уравнением относительно функции χ:

χ(x)−
∫
Σ

(
1

π
· cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|

)
·χ(y)dΣy = −1

π
·g(x) , x ∈ Σ . (8.46)

Аналогичное по смыслу уравнение можно записать, используя произ-
водные по нормали n+

x (ср. с задачей 8.5).
Решение u(x) внешней задачи Неймана для уравнения Лапласа (в

области D−) должно быть ограниченным на бесконечности. Логариф-
мический потенциал простого слоя v(x) может этому требованию не
удовлетворять. Если всё же положить u(x) = v(x), x ∈ D−, то краевое

условие внешней задачи означает
(
∂v(x)

∂n+
x

)
e

= g(x), x ∈ Σ, а условие

одностороннего скачка (8.45) является интегральным уравнением от-
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носительно искомой плотности χ:

χ(x)−
∫
Σ

(
1

π
· cos( ̂y − x, n+

x )

|x− y|

)
·χ(y)dΣy = −1

π
·g(x) , x ∈ Σ . (8.47)

При этом функцию g необходимо подчинить некоторому условию, ко-
торое гарантировало бы, что решение χ уравнения (8.47) даст огра-
ниченный на бесконечности логарифмический потенциал v(x).

Уравнение, аналогичное по смыслу уравнению (8.47), можно запи-
сать, используя производные по нормали n−x .

Лемма 8.2.
Пусть непрерывная плотность χ логарифмического потенциала

простого слоя v удовлетворяет условию∫
Σ

χ(y)dΣy = 0 . (8.48)

Тогда v(x) −−−−−→
|x|→+∞

0 (а следовательно, потенциал v ограничен на бес-

конечности).
Доказательство.
Равенство (8.48) умножим на ln |x| и сложим с фор-

мулой (8.40), определяющей потенциал v с плотностью χ:

v(x) =
∫
Σ

χ(y) ln
|x|
|x− y|

dΣy. Кривая Σ ограничена, поэтому для всех

y ∈ Σ выполнены неравенства |y| 6 c1 = const и |χ(y)| 6 c2 = const.
Тогда из неравенства |x| 6 |x− y|+ |y| получаем

|v(x)|6
∫
Σ

|χ(y)|·ln
(

1+
|y|
|x− y|

)
dΣy6c2·

∫
Σ

ln

(
1+

c1
|x− y|

)
dΣy −−−−−→

|x|→+∞
0 ,

т.к. для точек y ограниченной кривой |x− y| → +∞ при |x| → +∞.�
Утверждение 8.9.
Пусть функция χ является непрерывным решением уравнения

(8.47), в котором непрерывная функция g удовлетворяет условию∫
Σ

g(x)dΣx = 0. Тогда логарифмический потенциал простого слоя v

с плотностью χ ограничен на бесконечности (и даже v(x) −−−−−→
|x|→+∞

0).

Доказательство.
Обе части уравнения (8.47) проинтегрируем по кривой Σ:∫
Σ

χ(x)dΣx −
∫
Σ

∫
Σ

(
1

π
· cos( ̂y − x, n+

x )

|x− y|

)
· χ(y)dΣy

 dΣx = 0 .
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В первом слагаемом переменную x заменим на y, а в повторном инте-
грале изменим порядок интегрирования:∫

Σ

χ(y)dΣy −
∫
Σ

∫
Σ

1

π
· cos( ̂y − x, n+

x )

|x− y|
dΣx

 · χ(y)dΣy = 0.

По теореме Гаусса (см. замечание 8.10) для логарифмического потен-
циала двойного слоя с плотностью ν(x) ≡ 1 имеем w+(y) = −π при
y ∈ Σ. Поэтому (см. (8.32)) 2 ·

∫
Σ

χ(y)dΣy = 0. Теперь доказываемое

утверждение следует из леммы 8.2.�
Задача 8.12.
Пусть логарифмический потенциал простого слоя v с непрерывной

на Σ плотностью χ удовлетворяет условию v(x) −−−−−→
|x|→+∞

0 (здесь Σ —

граница области D+). Докажите, что
∫
Σ

χ(y)dΣy = 0.�

Задача 8.13.
Пусть логарифмический потенциал простого слоя v(x) задан непре-

рывной на Σ плотностью χ, для которой
∫
Σ

χ(y)dΣy 6= 0. Докажите, что

|v(x)| −−−−−→
|x|→+∞

+∞.�

8.7. Применение теории Фредгольма для изучения внут-
ренних и внешних задач Дирихле и Неймана на плос-
кости.

Введём обозначение ядра интегрального оператора в уравнении
(8.37):

K(x, y) =
1

π
·

cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|
. (8.49)

Как отмечалось в разделе 8.5, ядро (8.49) либо имеет слабую осо-
бенность, либо ограничено. Пусть

(
Aν
)
(x) =

∫
Σ

K(x, y)ν(y)dΣy. Имеем

пару союзных неоднородных уравнений:

ν(x) +

∫
Σ

K(x, y)ν(y)dΣy =
1

π
· f(x) (8.37)

— для построения решения внутренней задачи Дирихле (в D+),

χ(x) +

∫
Σ

K(y, x)χ(y)dΣy = −1

π
g(x) (8.47)
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— для построения решения внешней задачи Неймана(в D−). Коротко:

ν − µ · Aν =
f

π
при µ = −1 , (8.37)

χ− µ · A∗χ = −g
π

при µ = −1 . (8.47)

Еще одна пара союзных неоднородных уравнений:

ν(x)−
∫
Σ

K(x, y)ν(y)dΣy =
1

π
· f(x) (8.38)

и уравнение для построения решения внутренней задачи Неймана (в
D+):

χ(x)−
∫
Σ

K(y, x)χ(y)dΣy = −1

π
· g(x) . (8.46)

Коротко:

ν − µ · Aν =
f

π
при µ = +1 , (8.38)

χ− µ · A∗χ = −g
π

при µ = +1 . (8.46)

Для уравнений (8.37), (8.47) и для уравнений (8.38), (8.46) спра-
ведливы теоремы Фредгольма. По постановкам задач Дирихле и Ней-
мана свободные члены в этих уравнениях суть непрерывные на кривой
Σ функции. Поэтому по теореме 7.5 любое решение каждого из этих
уравнений будет непрерывным на Σ, если это решение существует.

Утверждение 8.10.
Для уравнений (8.37) и (8.47) число µ = −1 является правильным

значением.�
Лемма 8.3.
Если логарифмический потенциал простого слоя равен нулю всюду

в R2, то его плотность χ равна нулю всюду на кривой Σ.
Доказательство аналогично доказательству леммы 8.1.�
Доказательство утверждения 8.10.
Предположим, что число µ = −1 является характеристическим для

уравнений (8.37) и (8.47). Пусть
◦
χ — отвечающая этому числу соб-

ственная функция оператора A∗ с ядром K(y, x), т.е. при всех x ∈ Σ

◦
χ(x) = −

∫
Σ

(
1

π
· cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|

)
· ◦χ(y)dΣy . (8.50)

По следствию 7.8 функция
◦
χ непрерывна на Σ. Построим логарифми-

ческий потенциал простого слоя v(x) с плотностью
◦
χ. Убедимся, что
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потенциал v ограничен на бесконечности (и даже v(x) −−−−−→
|x|→+∞

0). Для

этого в (8.50) заменим нормаль n−x на n+
x и проинтегрируем обе части

этого равенства по кривой Σ. Рассуждая как в доказательстве утвер-
ждения 8.9, получаем

∫
Σ

◦
χ(y)dΣy = 0. Теперь из леммы 8.2 следует

указанное поведение потенциала v на бесконечности.
В силу условия одностороннего скачка (8.43) и равенства (8.50)

правильная нормальная производная
(
∂v(x)

∂n+
x

)
e

= −
(
∂v(x)

∂n−x

)
e

≡ 0

на кривой Σ.
Рассмотрим внешнюю задачу Неймана (в D−):

∆u(x) = 0, x ∈ D−;
∂u

∂n+
x

∣∣∣∣
x∈Σ

= 0; |u(x)| < const.

Логарифмический потенциал v является решением этой задачи. По
утверждению 8.6 о единственности решения внешней задачи Неймана с
точностью до постоянного слагаемого v(x) ≡ const в D̄−. А вследствие
v(x) −−−−−→

|x|→+∞
0 получаем v(x) ≡ 0 в D̄−. В частности, v(x) ≡ 0 на

кривой Σ.
Рассуждая далее точно как в доказательстве утверждения 8.7

и применяя лемму 8.3, получаем
◦
χ(x) ≡ 0 на кривой Σ.

— Противоречие!�
Следствие 8.12.
Уравнения (8.37) и (8.47) однозначно разрешимы при любых

функциях f и g, непрерывных на кривой Σ.�
Следствие 8.13.
Внутренняя задача Дирихле на плоскости разрешима при любой

непрерывной на Σ функции f , и её решение представляется логариф-
мическим потенциалом двойного слоя.

Внешняя задача Неймана на плоскости разрешима в том, и толь-
ко в том случае, если непрерывная функция g удовлетворяет усло-
вию

∫
Σ

g(x)dΣx = 0. Решение внешней задачи Неймана представляется

суммой логарифмического потенциала простого слоя и произвольной
постоянной.�

Утверждение 8.11.
Для уравнения (8.38) и (8.46) число µ = +1 является характери-

стическим значением. Его геометрическая кратность равна 1.
Доказательство.
Рассмотрим логарифмический потенциал двойного слоя с постоян-
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ной плотностью на Σ:

w−(x) =

∫
Σ

cos( ̂x− y, n−y )

|x− y|
dΣy .

По теореме Гаусса (см. замечание 8.10) w−(x) = π при всех x ∈ Σ, т.е.∫
Σ

K(x, y)dΣy ≡ 1 на кривой Σ. Это и означает, что µ = +1 есть ха-

рактеристическое число ядра K(x, y), которому отвечает собственная
функция

◦
ν(x) ≡ 1.

Докажем, что геометрическая кратность числа µ = +1 равна 1.
По теореме 2.3 достаточно доказать, что для ядра K∗(x, y) = K(y, x)
характеристическое число µ = +1 имеет геометрическую кратность
1. Пусть

◦
χj, j = 1, 2, — собственные функции ядра K∗, отвечающие

этому характеристическому значению:

◦
χj(x) =

∫
Σ

(
1

π
· cos( ̂y − x, n−x )

|x− y|

)
· ◦χj(y)dΣy . (8.51)

По следствию 7.8 функции
◦
χj непрерывны на Σ. Построим логариф-

мические потенциалы простого слоя vj(x) с плотностями
◦
χj. Докажем,

что
∫
Σ

◦
χj(x)dΣx 6= 0.

Предположим противное:
∫
Σ

◦
χj(x)dΣx = 0. Тогда по лемме 8.2 по-

тенциалы vj(x) −−−−−→
|x|→+∞

0.

В силу условия одностороннего скачка (8.42) и равенства (8.51)

правильные нормальные производные
(
∂vj(x)

∂n−x

)
i

≡ 0 на кривой Σ,

j = 1, 2.
Рассмотрим внутреннюю задачу Неймана (в D+):

∆u(x) = 0 , x ∈ D+;
∂u

∂n−x

∣∣∣∣
x∈Σ

= 0 .

Логарифмические потенциалы простого слоя vj являются решениями
этой задачи. По утверждению 8.2 о единственности решения внутрен-
ней задачи Неймана с точностью до произвольной постоянной имеем
vj(x) ≡ cj = const в D̄+. В частности, vj(x) ≡ cj = const на Σ.

Рассмотрим внешние задачи Дирихле (в D−):

∆u(x) = 0, x ∈ D−; u
∣∣
x∈Σ

= cj; |u(x)| < const; j = 1, 2 .
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Потенциалы vj являются решениями этих задач. По утверждению 8.4
о единственности решения внешней задачи Дирихле vj(x) ≡ cj в D̄−.
Следовательно, vj(x) ≡ cj в R2. Но vj(x) −−−−−→

|x|→+∞
0, поэтому vj(x) ≡ 0

в R2. Тогда по лемме 8.3
◦
χj(x) ≡ 0 на кривой Σ. — Противоречие!

Поэтому
∫
Σ

◦
χj(x)dΣx 6= 0.

Докажем, что функции
◦
χ1 и

◦
χ2 линейно зависимы. Рассмотрим их

линейную комбинацию:

κ(x) =
◦
χ1(x) ·

∫
Σ

◦
χ2(y)dΣy −

◦
χ2(x) ·

∫
Σ

◦
χ1(y)dΣy .

Очевидно, что
∫
Σ

κ(x)dΣx = 0. Как показано выше, интеграл по Σ от

нетривиального решения уравнения (8.51) отличен от нуля. Поэтому
κ(x) ≡ 0 на Σ.�

Итак, каждое из однородных уравнений
◦
ν = A

◦
ν и

◦
χ = A∗

◦
χ имеет

ровно по одному нетривиальному решению (с точностью до ненулево-
го постоянного множителя); причём,

◦
ν ≡ 1 (см. начало доказательства

утверждения 8.11). По теореме 2.4 неоднородное уравнение (8.46) раз-
решимо в том, и только в том случае, если g ⊥ ◦ν, т.е.∫

Σ

g(x)dΣx = 0 . (8.52)

Следствие 8.14.
Внутренняя задача Неймана на плоскости разрешима в том, и толь-

ко в том случае, если непрерывная на Σ функция g удовлетворяет
условию ортогональности (8.52). Решение этой задачи представляет-
ся суммой логарифмического потенциала простого слоя и привольной
постоянной.�

Задача 8.14.
Исходя из уравнения (8.46) при µ = +1, проверьте, что если ре-

шение внутренней задачи Неймана на плоскости существует, то оно
определено с точностью до произвольного постоянного слагаемого.�

Единственную собственную функцию
◦
χ оператора A∗ при µ = +1

(см. (8.51)) нормируем так, чтобы
∫
Σ

◦
χ(x)dΣx = 1 (в утверждении

8.11 доказано, что
∫
Σ

◦
χ(x)dΣx 6= 0). По теореме 2.4 уравнение (8.38)
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разрешимо в том, и только в том случае, если f ⊥ ◦χ, т.е.∫
Σ

f(x)
◦
χ(x)dΣx = 0 . (8.53)

Если условие ортогональности (8.53) для функции f не выполнено,
то решение внешней задачи Дирихле можно искать с помощью урав-
нения (8.39). По теореме 2.4 уравнение (8.39) разрешимо в том, и
только в том случае, если∫

Σ

(
f(x)− q

)
· ◦χ(x)dΣx = 0 . (8.54)

Поскольку
∫
Σ

◦
χ(x)dΣx = 1, условие (8.54) означает, что

q =

∫
Σ

f(x)
◦
χ(x)dΣx . (8.55)

Следствие 8.15.
Внешняя задача Дирихле на плоскости разрешима при любой

непрерывной на Σ функции f , и её решение представляется суммой
логарифмического потенциала двойного слоя и постоянной (8.55).�

Задача 8.15.
Пусть выполнено условие ортогональности (8.54). При µ = +1

уравнение (8.39) имеет общее решение ν(x) + c · ◦ν(x) = ν(x) + c, где
c — произвольная постоянная. Докажите, что тем не менее решение
внешней задачи Дирихле на плоскости единственно.�

Задача 8.16.
Докажите, что для нахождения постоянной q в уравнении (8.39)

нет необходимости искать собственную функцию
◦
χ уравнения (8.51).

(Указание. Ищите решение внешней задачи Дирихле на плоскости в
виде u(x) = w+(x)+q, где w+ — логарифмический потенциал двойного
слоя с неизвестной плотностью ν, а постоянная q =

∫
Σ

ν(y)dΣy. Дока-

жите, что в этом случае уравнение (8.39) однозначно разрешимо.)�
Замечание 8.14.
Задачи теории потенциала на плоскости можно изучать также ме-

тодами теории функций комплексной переменной (см.[14], Гл.7,§2).�
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Задачи к главе 6.

1. Интегральный оператор (Aϕ)(x) =
1∫
0

ϕ(y)dy рассматриваем как

действующий из L2[0, 1] в L2[0, 1]. Является ли оператор A вполне
непрерывным? Является ли оператор A самосопряжённым? Найдите
все характеристические значения оператора A и отвечающие им
собственные функции. Для каких функций f ∈ L2[0, 1] разрешимо
относительно ϕ ∈ L2[0, 1] уравнение (Aϕ)(x) = f(x), 0 6 x 6 1?

2. Разрешимо ли уравнение
1∫
0

K(x, y)ϕ(y)dy = 3 sin(2πx)+2 sin(3πx),

где K(x, y) =

{
x · (1− y), 0 6 x 6 y 6 1;

(1− x) · y, 0 6 y 6 x 6 1.
?

Если да, то найдите ϕ(x), 0 6 x 6 1.

3.Разрешимо ли уравнение
2π∫
0

cos(x+ y) · ϕ(y)dy = π cosx,

0 6 x 6 2π? Если да, то единственно ли решение?

4. В каком случае уравнение (6.1) не имеет решений? В каком
случае решение уравнения (6.1) не является единственным? Почему
задача решения уравнения (6.1) не обладает свойством устойчивости
решения по отношению к малым изменениям свободного члена?

5. Материальная точка массы m совершает колебания вдоль оси
Ox в поле сил; в точке x она имеет потенциальную энергию U(x).
Функция U(x) чётная и монотонно возрастает при x > 0. Известна
зависимость периода колебаний T материальной точки от её энергии
E. Найдите U(x).

6. Пусть функция f непрерывно дифференцируема. Найдите реше-
ние ϕ уравнения (6.10), выполнив замену переменной интегрирования
x = s · τ в равенстве (6.14). Докажите непрерывность ϕ(x) при x > 0.

7. Пусть функция f непрерывно дифференцируема. Найдите реше-
ние ϕ уравнения (6.18), выполнив замену переменной интегрирования
x = s · τ в равенстве (6.23). Докажите непрерывность ϕ(x) при x > 0.
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8. f(x) = x. При x > 0 найдите дробную производную от f порядка
1

2
; порядка

3

2
.

9. Пусть в интегральном уравнении Вольтерры 1–го рода
x∫
a

K(x, y)ϕ(y)dy = f(x), f(a) = 0, a 6 x 6 b,

ядро K непрерывно в замкнутом треугольнике
T = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 x}, имеет в T непрерывные производ-

ные
∂K(x, y)

∂x
и
∂K(x, y)

∂y
, и при всех x ∈ [a, b] удовлетворяет условию

K(x, x) 6= 0. Требуется для любой функции f ∈ Ψ найти решение
уравнения ϕ ∈ Φ, где Φ и Ψ — заданные классы функций.

Корректна ли эта задача, если
1.) Φ = C[a, b], Ψ = {f ∈ C[a, b], f(a) = 0};
2.) Φ = C[a, b], Ψ = {f ∈ C1[a, b], f(a) = 0}?
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Задачи к главе 7.
1. Докажите, что при 0 < α < 1 и x ∈ [a, b] выполнена оценка

b∫
a

dy

|x− y|α
6

2(b− a)1−α

1− α
. Сопоставьте эту оценку с оценкой из утвер-

ждения 7.1 при l = 1.

2. Ω — замкнутая ограниченная область в Rl. На Ω×Ω задано ядро

K(x, y) =
Q(x, y)

|x− y|α
, гдеQ— ограниченная на Ω×Ω функция. При каких

номерах n итерированные ядра Kn заведомо будут фредгольмовыми?
Заведомо будут ограничены? Рассмотрите следующие случаи:

l = 1; α =
1

3
,

1

2
,

6

7
,

97

100
;

l = 2; α =
9

10
, 1,

9

5
,

97

50
;

l = 3; α = 1,
3

2
,

18

7
,

97

33
.

3. f(x) — непрерывно дифференцируемая при x > 0 функция.
Найдите непрерывно дифференцируемое решение ϕ уравнения

ϕ(x)−
x∫
0

ϕ(y)dy√
x− y

= f(x), 0 6 x < +∞.

4. Докажите, что при |µ| < l − α
M · |σ| ·∆l−α метод последовательных

приближений ϕm = µAϕm−1 + f сходится в L2(Ω) к единственному
решению уравнения (7.2) со свободным членом f ∈ L2(Ω) (начальное
приближение ϕ0 ∈ L2(Ω) произвольно). Докажите , что все указанные
значения µ правильные для оператора A со слабой особенностью.

5. x, y ∈ R1. Пусть ядро K(x, y) задано в квадрате
S = {a 6 x 6 b, a 6 y 6 b}, удовлетворяет условию (7.3) и мо-
жет иметь точки разрыва только на кривой y = q(x), где q —
непрерывная на [a, b] функция (в остальных точках квадрата S
ядро K непрерывно). Докажите, что ядро K(x, y) непрерывно по
переменной x ∈ [a, b] в целом.
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Задачи к главе 8.
Ox1x2

— декартова система координат в R2, x = (x1, x2).
Ox1x2x3

— декартова система координат в R3, x = (x1, x2, x3).

1. С помощью поверхностного потенциала двойного слоя реши-
те задачу Дирихле для уравнения Лапласа в полупространстве x3 > 0.

2. С помощью логарифмического потенциала двойного слоя ре-
шите задачу Дирихле для уравнения Лапласа в полуплоскости x2 > 0.

3. С помощью поверхностного потенциала простого слоя решите
задачу Неймана для уравнения Лапласа в полупространстве x3 > 0.

4. С помощью логарифмического потенциала двойного слоя решите
задачу Дирихле для уравнения Лапласа:
1.) внутри круга |x| < R; 2.) вне круга.

5. С помощью логарифмического потенциала простого слоя решите
задачу Неймана для уравнения Лапласа:
1.) внутри круга |x| < R; 2.) вне круга.

6. С помощью поверхностного потенциала двойного слоя решите
задачу Дирихле для уравнения Лапласа:
1.) внутри шара |x| < R; 2.) вне шара.
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Ответы задач к главе 6.
1. Уравнение разрешимо только если f(x) ≡ f = const. Если f 6= 0,

то частным решением будет ϕ(x) ≡ f = const. При этом общее реше-
ние уравнения имеет вид ϕ(x) = f+ψ(x), где ψ ∈ L2[0, 1] и ψ ∈ KerA.

2. ϕ(x) = 12π2 sin(2πx) + 18π2 sin(3πx).
3. Решение существует, не является единственным.

6. ϕ(x) =
sin(πα)

πx
·
x∫
0

y · f ′(y) + α · f(y)

(x− y)1−α dy.

7. ϕ(x) =
2

πx
·
x∫
0

y√
x2 − y2

· [y · f ′(y) + f(y)]dy.

8. (D 1
2
f)(x) = 2

√
x

π
; (D 3

2
f)(x) =

1√
πx

.

9. 1.) некорректна; 2.) корректна.

Ответы задач к главе 7.

3. ϕ(x) = f(x) +
x∫
0

f(y)dy√
x− y

+ π ·
x∫
0

eπ(x−y) ·
(
f(y) +

y∫
0

f(t)dt√
y − t

)
dy.

4. Решение. Введём отображение W , действующее из L2(Ω)
в L2(Ω) : Wϕ = µAϕ+ f . Тогда уравнение (7.2) является зада-
чей ϕ = Wϕ о неподвижной точке отображения W . Для любых
ϕ, θ ∈ L2(Ω) справедливо неравенство

‖Wϕ−Wθ‖L2(Ω) = ‖µA(ϕ− θ)‖L2(Ω) 6 |µ| · ‖A‖ · ‖ϕ− θ‖L2(Ω).

По следствию 7.1 имеем оценку ‖A‖ 6 M · |σ|∆l−α

l − α
. Если

|µ| < l − α
M · |σ| ·∆l−α , то |µ| · ‖A‖ < 1, и отображениеW будет сжимаю-

щим (см. замечание 2.12). В полном пространстве L2(Ω) отображение
W имеет единственную неподвижную точку — решение уравнения
(7.2). Метод последовательных приближений ϕm = µAϕm−1 + f
сходится к этому решению при любом начальном приближении
ϕ0 ∈ L2(Ω). При f = 0 и при указанных µ уравнение (7.2) будет
иметь лишь решение ϕ = 0, т.е. эти значения µ правильные.�

5. Решение. Фиксируем произвольное число ε > 0. Введём

обозначение N = sup
x∈[a,b]

b∫
a

|K(x, y)|2dy. Выберем произвольную точ-

ку x1 ∈ [a, b]; пусть y1 = q(x1). Рассмотрим некоторый отрезок
Ih = {x1 − h 6 x 6 x1 + h} (отрезок Ih = {a 6 x 6 a+ h}, если
x1 = a; отрезок Ih = {b− h 6 x 6 b}, если x1 = b). Число h(ε)
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выберем столь малым, чтобы во всех точках x ∈ Ih выполня-

лось неравенство |q(x)− y1| < η =
ε2

64 ·N
. В прямоугольниках

Ih × {a 6 y 6 y1 − 2η} = Ra и Ih × {y1 + 2η 6 y 6 b} = Rb ядро
K(x, y) непрерывно.

Пусть |x2 − x1| < h. Интеграл
b∫
a

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy за-

пишем в виде суммы трёх интегралов: I1 =
y1−2η∫
a

, I2 =
y1+2η∫
y1−2η

,

I3 =
b∫

y1+2η

. Очевидно, что I2 6
y1+2η∫
y1−2η

|K(x1, y)|dy +
y1+2η∫
y1−2η

|K(x2, y)|dy.

Из неравенства Коши–Буняковского и из условия (7.3) получа-

ем

y1+2η∫
y1−2η

|K(x, y)|dy 6
√

4η ·

 y1+2η∫
y1−2η

|K(x, y)|2dy


1/2

6
√

4ηN =
ε

4
.

Поэтому I2 6
ε

2
независимо от выбора точки x1.

Для оценки интегралов I1 и I3 выберем число δ < h
так, чтобы при |x2 − x1| < δ(ε) выполнялось неравенство
|K(x1, y)−K(x2, y)| < ε

2(b− a)
; это возможно в силу непрерыв-

ности ядра K в прямоугольниках Ra и Rb. Тогда I1 + I3 6
ε

2
.

Теперь для любых x1, x2 ∈ [a, b] из неравенства |x2 − x1| < δ(ε)

следует неравенство
b∫
a

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy < ε.�

Ответы задач к главе 8.

1. u(x) =
1

2π

∫
Σ

x3 · f(y)dΣy

|x− y|3
, Σ = {y ∈ R3

∣∣∣y3 = 0}.

2. u(x) =
1

π

∫
Σ

x2 · f(y)dΣy

|x− y|2
, Σ = {y ∈ R2

∣∣∣y2 = 0}.

3. u(x) =
(−1)

π

∫
Σ

g(y)dΣy

|x− y|
, Σ = {y ∈ R3

∣∣∣y3 = 0}.

4.1. u(x) =
1

2πR

∫
Σ

R2 − |x|2

|x− y|2
· f(y)dΣy, Σ = {|y| = R}.
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4.2. u(x) =
1

2πR

∫
Σ

|x|2 −R2

|x− y|2
· f(y)dΣy, Σ = {|y| = R}.

5.1, 5.2. u(x)=
(−1)

π

∫
Σ

g(y)·ln 1

|x− y|
dΣy+const, Σ = {|y| = R}.

6.1. u(x) =
1

4πR

∫
Σ

R2 − |x|2

|x− y|3
· f(y)dΣy, Σ = {|y| = R}.

6.2. u(x) =
1

4πR

∫
Σ

|x|2 −R2

|x− y|3
· f(y)dΣy, Σ = {|y| = R}.
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